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Prefacio

El presente documento tiene por objetivo mostrar el uso de comandos bésicos de R para el abordaje
de temas relacionados con la Estadistica Inferencial. El material estd desarrollado con fin de brindar
apoyo a estudiantes y docentes en el manejo de teméticas relacionadas con la disciplina. Ademas,
puede ser de utilidad para otras personas que requieran de textos de consulta sobre el conocimiento

de determinados aspectos que comprende la Estadistica Inferencial.

Para una mejor comprensién del texto es importante tener conocimientos basicos de R relacionados
con el uso de paquetes, vectores, funciones, bases de datos, calculo de medidas estadisticas, asi como
en la utilizaciéon de operadores matematicos. Ejemplos del uso de estos objetos pueden observarse
en Aguilar y Zamora (2020). También es necesario tener conocimiento de temas de Estadistica
Descriptiva asi como de conceptos, axiomas y teoremas fundamentales de la teoria de Probabilidad

Clésica.

La obra esta constituida por seis capitulos. El primero de ellos trata sobre las distribuciones de
muestreo para la media y la proporcién, de tal forma que la persona lectora reconoce los principales
elementos tedricos que fundamentan esta tematica y se fomenta el manejo de comandos bésicos para

realizar operaciones habituales relacionadas con el calculo de probabilidades en general.

En el segundo capitulo se desarrollan las bases para la estimacion estadistica cuya aplicacién prac-
tica se visualiza en el tercer capitulo, donde se abordan aspectos relacionados con la estimacién de

intervalos confianza para uno o dos parametros.

El cuarto capitulo explica los principales aspectos sobre la teoria de la decisién estadistica o prueba
de hipétesis sobre un parametro y el calculo de los distintos estadisticos de prueba que requieren
los analisis. El quinto capitulo trata aspectos de las pruebas de hipdtesis aplicados a inferencias
relacionadas con dos pardmetros. En ambos capitulos se muestran representaciones graficas de la
zona de rechazo y no rechazo definidas para un contraste, ademas se explica con detalle diferentes

argumentos de las funciones utilizadas para la realizacién de las distintas pruebas.
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El sexto capitulo muestra las principales funciones que permiten medir el nivel de asociacién y
modelar la relacién lineal entre dos variables estadisticas. También se describen funciones que
permiten la representacion gréafica de la relacion, asi como la comprobacion de diferentes supuestos

que deben cumplirse para la determinacién del modelo.

Se espera que la estructura del documento permita a la persona lectora la comprension de las dife-
rentes tematicas asi como de las herramientas que el software proporciona. Se plantearon diferentes
ejemplos en cada seccién, los cuales se desarrollan con detalle de modo que permitan tener una
idea clara del uso de las funciones y sus respectivos argumentos. Ademads de los ejemplos resueltos,
se dejan a la persona lectora ejercicios que le permitiran reforzar su aprendizaje sobre el uso de
comandos. Para su elaboracién se empleé la version 4.0.4 (R Core Team, 2021) y la interface gra-
fica RStudio, versién 1.1.383 (RStudio Team, 2015). Es importante mencionar que esta obra viene
a complementar el material elaborado por Aguilar y Zamora (2020), el cual es de libre acceso y

muestra el uso del software R en temas propios de la Estadistica descriptiva.

Asimismo, el documento no pretende incorporar la amplia variedad de opciones que brinda el
entorno R para la aplicacién de diferentes técnicas de inferencia estadistica, pues su objetivo prin-
cipal es brindar apoyo a aquellas personas que desean obtener conocimiento del uso basico de R
como herramienta para el cdlculo de diferentes medidas estadisticas que sustentan la realizacién de

inferencias.

Finalmente, se desea agradecer a todas las personas que hicieron posible la elaboracién de este
documento, en especial a estudiantes de la carrera de Bachillerato y Licenciatura en Ensenanza de
la Matematica de la Universidad Nacional, pues sus observaciones han sido de gran ayuda para la

retroalimentacién del material.

Los autores
Enero, 2022

Heredia, Costa Rica
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Capitulo 1







Distribuciones de muestreo

Cuando se hace un estudio, las personas investigadoras realizan andlisis estadisticos, con el fin de
conocer las caracteristicas de interés de la poblacién en estudio. Si la poblacién es pequena, y es
viable recolectar informacién de todas las unidades estadisticas, lo mas apropiado es realizar una

enumeracion total.

No obstante, en muchas ocasiones, no es posible o viable realizar una enumeracién total, en cuyo
caso la persona investigadora dispone de varios métodos para obtener informacién sobre las carac-
teristicas de la poblacién de interés, entre ellos estan la simulacién, el disenio de experimentos y el

muestreo (Ugarte, Militino, y Arnholt, 2008).

El muestreo es la forma maés usual de recopilar informacién sobre la poblacién, debido a que
economiza tiempo y dinero. Ademas, si se realiza de manera apropiada, puede brindar informacién

precisa acerca de las principales caracteristicas de la poblacién.

Entre los tipos de muestreo aleatorios que mas se utilizan estan: el simple al azar, el sistemético,

el estratificado y el de conglomerados.

En este primer capitulo se hace referencia a las distribuciones de muestreo y la revisién de algunos

conceptos importantes para su desarrollo.

Definicion 1.1 Variable aleatoria

Sea (€, F, P) un espacio de probabilidad. Una funcién

X:QO—R

es una variable aleatoria si se cumple que para cualquier intervalo I en R en el conjunto w : X (w) € I

es un evento, es decir, estd en [F.
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CAPITULO 1. DISTRIBUCIONES DE MUESTREO

Definicion 1.2 Funcién de distribucién de una variable aleatoria

Sea (£2,F, P) un espacio de probabilidad y X : 2 — R una variable aleatoria. Se llama funcién de

distribucién de la variable aleatoria X a la funciéon F' definida por:

FX=2)=P{w: X(w) <z})=P(X <x)

En algunas ocasiones, para resaltar que F' es la funcién de distribucién de X, se escribe Fx en

lugar de F'

Definicion 1.3 Parametro

Un pardametro fx, es una funcién de la distribucién de probabilidad f de una variable aleatoria (va)
X. Esto significa que el pardametro fx puede denotarse por t(f), donde ¢ denota la funcién aplicada
a f. Cada Ox es obtenido aplicando algin procedimiento numérico ¢, a la funcién de distribucién
de probabilidad f.

Los pardmetros son los que caracterizan a las distribuciones de probabilidad y por lo general son
desconocidos. En la estadistica cldsica los pardmetros se consideran fijos, es decir, son tratados
como constantes, mientras que en la estadistica bayesiana, se tiene un modelo que determina la
probabilidad de observar diferentes valores de una variable X, bajo diferentes valores de los para-

metros.

Si X es una variable aleatoria, un ejemplo de pardmetro para X es la media aritmética de una
poblacion finita. La media aritmética de la variable aleatoria X de una poblacién se denota por

ix, o bien, E[X]. De esta manera se tiene que

[e.e]

HX:t(f):E[X}:,uX:/ xf(x)dz

—00

si X es una variable continua y f es la funcién de distribucién de X.

Definicion 1.4 Estimador

Sean X1, Xo,---, X, los valores de una variable X en los n elementos que forman parte de una
muestra aleatoria extraida de una poblacién. Un estimador de un parametro particular de la pobla-
cién es una funcién de los valores X1, Xo, -+, X,, que se utiliza para aproximar o estimar el valor

desconocido del parametro.
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1.1. DISTRIBUCIONES DE MUESTREO

Dado que un estimador es cualquier funcién de una muestra S, entonces puede denotarse por

Tx = t(S). Note que el estimador o estadistico Tx de fx, puede también ser denotado por Ox.

Un ejemplo de estimador es la media aritmética de una muestra, esto pues,

Tx =t(S) =z = =

es una funcién que permite, a partir de una muestra aleatoria X = X1, Xo...., X, calcular una

estimacién para el pardmetro puy = E[X].

Definicion 1.5 Estimacién

Se llama estimacién a la medida descriptiva obtenida en una muestra aleatoria extraida de una

poblacion.

Los estimadores son medidas que cambian de una muestra a otra, es decir, son variables. De esta
forma, si 51,52, - ,S, representan k muestras aleatorias del mismo tamafio de una poblacién
dada, la media aritmética de cada muestra estaria dada por Zi,Zs,:-- ,Zr, medidas que pueden
diferir entre si, dado que las muestras son distintas. Considerando que Z puede cambiar en virtud

de la muestra, entonces la media aritmética es una variable aleatoria y se denota por X.

Es importante aclarar que estimacion y estimador no tienen el mismo significado, ya que un esti-
mador fx, de un pardmetro fx es una funcién de la muestra, mientras que una estimacién es un

valor numérico de un estimador, obtenido a partir de los datos de la muestra.

1.1. Distribuciones de muestreo

Definicion 1.6 Distribucién de muestreo

Se llama distribucién de muestreo de un estadistico a la distribuciéon de probabilidad de los va-
lores posibles del estadistico que resulta cuando se extraen repetidamente de la poblacién muestras

de tamartio n.

Agunos ejemplos de distribuciones de muestreo son:
1. Distribucién del promedio muestral.

2. Distribucion de la variancia muestral.

3. Distribucion de la desviacion estandar muestral.

4. Distribucién de la proporcién muestral.
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Definicion 1.7 Valor esperado de un estimador

El valor esperado de la variable aleatoria 6 se denota por E [é] y se define, en caso que 6 sea una

variable aleatoria discreta, por

K
E[6) = 6ip(6:)
=1

En caso que # sea una variable aleatoria continua, se define por
A m A A A
Bl = / i ()b
— 0o

1.1.1. Distribucion de muestreo para la media

Considere inicialmente que se seleccionan, aleatoriamente, a 15 estudiantes de una poblacién univer-
sitaria, con el fin de calcular el promedio de estatura del estudiantado. Si se repitiera este proceso,
cinco veces, seria poco probable que el promedio de estas cinco muestras fuera el mismo, pues el

promedio puede variar de muestra en muestra.

Sin embargo, los promedios muestrales son usados para estimar el valor desconocido de la media

poblacional, ;qué tan buena es esta aproximacién?

Para la valoracion de la exactitud de las estimaciones, provenientes de un estadistico, se usa la
distribucién de probabilidad asociada, con todos los posibles valores que puede tomar el estadistico.

Es decir, se considera la distribucién de muestreo del estadistico.

Definicion 1.8 Distribucién muestral para la media

Una distribucién de muestreo para la media muestral estd dada por la distribucién de probabilidad
para los valores posibles del estadistico £ que resulta de extraer repetidamente de la poblacién

muestras de tamano n.

Ejemplo 1.1 Considere una poblacién de tamano N = 5 elementos cuyas observaciones para una
variable X determinada estdan dadas por {1, 2, 3, 4, 5}. Construya una distribucién de muestreo
para la media poblacional de la variable X considerando muestras de tamano n = 2 ordenadas y

con repeticiones.

Solucion

Primeramente, considérese todas las muestras de tamano n = 2 que pueden obtenerse de la pobla-

cién dada.
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| 1 2 3 1 5
1] (1,1 (L2 (L3 (1,4 (1 5)
21(2,1) (2,2 (23) (2,4 (25
303,1) (3,2 (33) 3,4 (3,5
41(4,1) 4,2 43 44 @5)
50,1 (5,2) (53) (5,4) (5,5)

Luego se determina el promedio de cada muestra.

X1 2 3 4 5
1110 1,5 20 25 3,0
2 1,5 20 25 30 35
3
4
5

20 25 30 35 40
25 30 35 40 45
30 35 40 45 50

Para la distribucién de probabilidad se toma cada valor promedio y se determina la probabilidad

de ocurrencia. En este caso se tiene que:

X |10 15 20 25 30 35 40 45 50

En el caso de la media muestral, el valor esperado de la variable aleatoria X se denota por E[X]y

se define, en caso que X sea una variable aleatoria discreta, por

k
E[X] = Zfz‘p(@)

En caso que X sea una variable aleatoria continua, estd dado por

ElX] = /OO zf(z)dz

— 00

Ejemplo 1.2 Determine el valor esperado de la distribucién del Ejemplo 1.1.
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Solucion

X 1,0 15 20 25 30 35 40 45 50

px) | L 2 03 4 05 4 3 2 1
25 25 25 25 25 25 25 256 25

| 10 15 14 12

Xrp | L 3 8 10015112 5

De esta manera se tiene que F[X] = 3.

Teorema 1.1 Teorema del limite central. Muestras con reemplazo

Considere todos los valores de una variable aleatoria X con media px y variancia finita Ug(. Si
de esta poblacién se extraen todas las muestras aleatorias posibles con reemplazo de tamano n, la

distribucién de los promedios X obtenidos es aproximadamente normal con media denotada por
2
. . g .
wx tal que py = px y variancia denotada por O'g—(, donde ag—( = X es decir:
n

Sean X1, X2,...X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (iid) con pro-

medio px y variancia 0%, entonces:

L. E[X] = px = px
2

2. Var[X] = ag—( =X
n

Teorema 1.2 Teorema del limite central para muestreo sin reemplazo

Considere todos los valores de una variable aleatoria X con media px y variancia finita o%. Si
de esta poblacién se extraen todas las muestras aleatorias posibles sin reemplazo de tamano n,

la distribucién de los promedios X obtenidos es aproximadamente normal con media con media
2
o5 N —n .
?,( R, O , es decir:
n N-—1
Sean X1, Xo,...X, variables aleatorias idénticamente distribuidas con promedio px y variancia

2 .
0%, entonces:

denotada por p g tal que py = px y variancia denotada por U?—(, donde o
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La raiz cuadrada de la variancia del estimador es la desviacién estandar de la variable, también

conocida como error estandar del estimador.
Ejemplo 1.3 Verifique los resultados del teorema del limite central con los datos del Ejemplo 1.1.

Ejemplo 1.4 Suponga que X1, Xs,... X, son variables aleatorias iid y que X; ~ Unif(a =2,b =

a+b 2_(b—a)2
2 X7 1o )

5) para 1 < i < n. Compruebe que X ~ N (MX =

Solucién

Considérese inicialmente una muestra de tamano 100.

> set.seed(1002)

> du <- runif(n = 100, min = 2, max = 5)

La Figura 1.1 muestra una simulacién de una distribucién uniforme, para n = 100.

e N

201

154

101

Frecuencia

1.75 2.25 2.75 3.25 3.75 4.25 4.75 5.25
X

Figura 1.1: Distribucién de la variable X, con X ~ unif(2,5)

Fuente: Elaboracién propia

\.

Nota: el c6digo de R para obtener la Figura 1.1 puede verse en el Anexo 1.

Ahora se simulan, con ayuda de R, 1000 muestras de tamano 100, para una variable X ~ Unif(2,5).

> media_u = c()
> set.seed(2534)
> for(i in 1:1000){

+ media_ul[i] = mean(runif(n=100, min = 2, max = 5)) }
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La Figura 1.2 muestra el resultado de la simulacién donde puede observarse una distribucién apro-

ximadamente simétrica.

200 1

=

[

o
L

1001

Frecuencia

501

o] T L

3.175 3.225 3.275 3.325 3.375 3.425 3.475 3.525 3.575 3.625 3.675 3.725 3.775

X

Figura 1.2: Distribucién de la media para la variable X, con X ~ unif(2,5)

Fuente: Elaboraciéon propia

Seguidamente se comprueba que los valores de la simulaciéon son aproximadamente iguales a los

valores tedricos.

> # Valor tedérico de la media (2 + 5)/2 = 3.5

> mean(media_u)

[1] 3.502093

> # Valor tedérico de la variancia (5-2)°2/(12%100)=0.0075

> var(media_u)

[1] 0.007670457

Ejemplo 1.5 Realice una simulacién de 1000 muestras de tamano 100, donde X1, Xs,..., X100
son variables aleatorias iid y que X; ~ Bin(n =20, p = 0,4) para 1 < i < 100. Indique los valores

tedricos y los obtenidos de la simulacién.

Solucién

> media_bin = c()
> set.seed(1334)
> for(i in 1:1000){media_bin[i] = mean(rbinom(n=100, size = 20, prob = 0.4))}
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Ahora se comprueban que los valores de la simulacién son aproximadamente iguales a los valores

tedricos.

> # Valor tedérico de la media 20(0.4) = 8

> mean (media_bin)

[1] 8.0109

> # Valor tedérico de la variancia 20(0.4) (0.6)/100)=0.048

> var(media_bin)

[1] 0.0477089

\. J

La Figura 1.3 muestra el resultado de la simulacién.

3001

2001

Frecuencia

7.1 7.3 75 7.7 7.9 8.1 8.3 8.5 8.7
X

Figura 1.3: Distribucién de la media para la variable X, con X ~ Bin(n =20, p =0,4)

Fuente: Elaboracién propia

Aplicacion

Gracias a la ayuda que proporciona el teorema del limite central, mediante una muestra del tamaifio
apropiado, puede describirse el comportamiento de ciertos estimadores, aprovechando el hecho de
que la distribucién es aproximadamente normal, lo que implica que pueden calcularse probabilida-
des. En el caso que no se cuente con disponibilidad de un software estadistico, pueden obtenerse
las probabilidades utilizando la tabla de la distribucién normal estandar, para ello, es necesario

estandarizar la variable. Recuerde que si el estimador se distribuye normalmente, entonces

_ Estimador - Valor esperado

Error estandar

es una variable aleatoria con distribucion normal estandar.
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Para el caso de la media, la variable normal estandar queda definida por:
X —
z==_FX (1.1)

A la desviacién estandar de un estadistico usado como estimador de un parametro se le conoce

, . . ox , [ .
como error estandar del estimador, por ejemplo o3 = —= seria el error estandar de la media.

Vn
Ahora bien, a que se llama una muestra “grande” o “adecuada”. Segiin Wackerly, Munoz, y Humberto

(2010) algunas recomendaciones para considerar un tamano de muestra adecuado son las siguientes:

= Si la poblacion muestreada es normal, entonces la distribucién muestral de X también serd

normal, sin importar el tamano de muestra que se elija, es decir, si X ~ N(ux, Ug(), entonces
2

. o
X ~ N(px, 7X)
n
= Cuando la poblacién muestreada es aproximadamente simétrica, la distribucién muestral de

X se vuelve aproximadamente normal para valores relativamente pequenos de n.

= Cuando la poblacién muestreada esta sesgada, el tamano de muestra n deber ser méas grande,
por lo menos n > 30, antes de que la distribucién muestral de X se vuelva aproximadamente

normal. Por tanto, si X ~ (u X,O'g(), es decir, no se conoce la distribucién de X, entonces
—HX

3 , cuando n — oo es la
o5 /n

(por el teorema del limite central) la distribucién limite de

distribucion normal estandar.

De acuerdo con Wackerly et al. (2010), una vez que se tiene claro que la distribucién muestral para
la media es normal o aproximadamente normal, puede describirse el comportamiento de la media
muestral X al calcular probabilidades para ciertos valores de X en el muestreo repetido. En caso
de no tener a disposicién un software que permita calcular probabilidades para los valores de X se

recomiendas:

Hallar pgs = px y og = % (error estandar).

Describa la probabilidad que desea obtener en términos de Z. Puede realizar un dibujo para

ayudarse a localizar el area de la regién bajo la curva normal.

Realice el proceso de estandarizacién de la variable X utilizando la Ecuacién 1.1.

Utilice la tabla para la distribuciéon normal estandar para calcular la probabilidad requerida.

Ejemplo 1.6 Una compaiia estima que la media poblacional del precio de un determinado articulo
es de ux = $280 con una desviacién estandar poblacional de $50. Si se decide seleccionar muestras

aleatorias de 36 articulos, calcule
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a. La probabilidad de que la media muestral sea a lo sumo de $260.

on

. La probabilidad de que la media muestral se encuentre a no més de $10 de la media poblacional.

c. Los valores dentro de los cuales se encuentra el 50% central de la medias muestrales.

d. El monto promedio maximo del 35% de las medias muestrales de menor monto.

Solucién

a) Debe hallarse P(X < 260).

> sigma <- 50; n <- 36; mu <- 280; xbarra <- 260
> sigmaxbarra <- sigma/sqrt(n)

> p <- pnorm(260, 280, sigmaxbarra); p

[1] 0.008197536

La Figura 1.4 muestra la regién bajo la curva que representa la probabilidad que la media muestral

sea a lo sumo de $260.

0.05 1

0.04 1

0.03 1

0.02 1

0.01 1

0.00 1

250 260 280 310
X

Figura 1.4: Probabilidad de que la media muestral sea a lo sumo de 260 para n = 36

Fuente: Elaboracién propia

Nota: El cédigo de R para la construccién de la Figura 1.4 puede verse en el Anexo 2.

b) Debe hallarse la probabilidad de que el promedio no se aleje en mas de $10 de la media pobla-
cional, es decir, P(270 < X < 290).
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> sigma <- 50; n <- 36; sigmaxbarra <- sigma/sqrt(n)
> pl <- pnorm(270, 280, sigmaxbarra)

> p2 <- pnorm(290, 280, sigmaxbarra)

> p2 - pl

[1] 0.7698607

\. J

La Figura 1.5 muestra la regién bajo la curva que representa la probabilidad de que 270 < X < 290.
Un cédigo de R que puede emplearse para la construccién de esta la Figura 1.5 se muestra en el

Anexo 3

0.051

0.04 1

0.03 1

0.02 1

0.01 1

0.001

250 270 280 290 310
X

Figura 1.5: Probabilidad de que la media muestral esté entre 270 y 290 para n = 36

Fuente: Elaboraciéon propia

c¢) Deben hallarse los limites de la regién que determina el 50% de las medias muestrales, es decir,

el cuantil 25 y el cuantil 75.

> sigma <- 50; n <- 36; sigmaxbarra <- sigma/sqrt(n)
> g1 <- gnorm(0.25, 280, sigmaxbarra)

> q2 <- gnorm(0.75, 280, sigmaxbarra)

> c(ql, q2)

[1] 274.3793 285.6207

J

\.

La Figura 1.6 muestra la regién bajo la curva que representa el 50% central de las medias muestrales.
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0.05 1

0.04 1

0.03 1

0.02 1

0.014

0.001

250.0 274.4 280.0 2856 310.0

X

Figura 1.6: Valores que limitan el 50% central de las medias muestrales para n = 36

Fuente: Elaboraciéon propia

Ejemplo 1.7 El tiempo que tarda un componente electronico en fallar tiene una distribucion
normal, con ux = 110 horas y una variancia poblacional de 441 horas. Se decide seleccionar

muestras con reemplazo de tamano 30, para determinar la vida 1til del componente.

a. ;Qué proporcién de medias muestrales estaran entre 100 y 119 horas?
b. ;Qué proporcién de medias muestrales estardn Sobrepasando las 99 horas?
c. ;Dentro de qué limites estard el 90% central de las medias muestrales?

d. ;Cuanto es el porcentaje de componentes electrénicos con una duracion media de a lo sumo 105

horas?

Ejemplo 1.8 En una poblacién, la edad donde se inicia la vida laboral tiene una media de 25 afios
y desviacién estandar de 5 afios. Se elige aleatoriamente una muestra de 100 personas. Sea X la

edad promedio de inicio a la vida laboral.

a) Calcule la media y la variancia para X.
b) ;Cuél es la probabilidad de que X esté comprendida entre 23 y 26 afios?
c) ;Cudl es la probabilidad de que X supere los 24 afios?

d) ;Cuél es la probabilidad de que X sea menor a los 25,5 afios?
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Solucién

_ _ _ ¥ 25 1
a) La media de X es E[X] = pug = 25. La variancia de X es 0% = X _ 100 = 1°
n

b) Debe hallarse P(23 < X < 26), es decir, F/(26) — F(23).

e D

> sigma <- 5; n <- 100; sigmaxbarra <- sigma/sqrt(n); mu = 25

> pl <- pnorm(23, mean = mu, sd = sigmaxbarra)

> p2 <- pnorm(26, mean = mu, sd = sigmaxbarra)

> p2 - pl

[1] 0.9772182

La Figura 1.7 muestra la regién bajo la curva que representa la probabilidad de que 23 < X < 26.

e D

0.8 1
0.6 1

= o]

0.2 1

0.0 1

22 23 25 26 28
X

Figura 1.7: Probabilidad de que la media muestral esté entre 23 y 26 para n = 100

Fuente: Elaboracién propia

c¢) Debe hallarse P(X > 24), es decir, 1 — F(24).

> sigma <- 5; n <- 100; sigmaxbarra <- sigma/sqrt(n); mu = 25

> pl <- 1 - pnorm(24, mean = mu, sd = sigmaxbarra); pl

[1] 0.9772499

La Figura 1.8 muestra la regién bajo la curva que representa la probabilidad de que X > 24.
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0.8 1

0.6 1

0.2 1

0.01

22 24 25 26 28

Figura 1.8: Probabilidad de que la media muestral sea superior a 24 para n = 100

Fuente: Elaboraciéon propia

d) Debe hallarse P(X < 25,5), es decir, F(25,5).

> sigma <- 5; n <- 100; sigmaxbarra <- sigma/sqrt(n); mu = 25

> pl <- pnorm(25.5, mean = mu, sd = sigmaxbarra); pl

[1] 0.8413447

0.81
0.6 1
£ o]
0.2

0.0 1

22.0 250 255 28.0

X

Figura 1.9: Probabilidad de que la media muestral sea inferior 25,5 para n = 100

Fuente: Elaboracién propia
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1.1.2. Distribucion de muestreo para la proporcién

En ocasiones es necesario resolver problemas donde la media no es el indicador méas apropiado
para analizar una poblacién. Considere el caso en el que desea conocerse la opinién que tienen las
personas sobre determinado tema, por ejemplo, intencién de voto por una determinada candidatura.
En este caso seria mas recomendable utilizar la proporcién P de personas de la poblacion que deseen

votar por dicha candidatura.

Recuerde que dada una poblacién de tamano N, si X representa la cantidad de elementos de la
poblacion que satisfacen una caracteristica de interés, entonces la proporcién de elementos que

satisfacen la caracteristica se denota por P y se define por

g
I
=] >

En el caso de una muestra de tamano n, la proporcién de elementos que satisfacen la caracteristica

de interés se denota por p y se define por

3>
I
S [

Definicion 1.9 Distribucién muestral para la proporcion

Una distribucién de muestreo para la proporcion muestral estd dada por la distribucién de probabi-
lidad para los valores posibles del estadistico p que resulta de extraer repetidamente de la poblacion

muestras de tamano n.

Ejemplo 1.9 Suponga que se cuenta con un grupo de 12 personas, donde 4 residen en zona urbana.
Se van a seleccionar 5 personas al azar de ese grupo sin reemplazo. Construya la distribucién de

muestreo de la proporcién para la cantidad de personas que residen en zona urbana.

Solucion

La proporcién de cada una de las muestras se detalla a continuacion:
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z. urbana z. rural p muestras f(p)
56
O 5 O 400 '8 05 - 56 @
1 280
1 4 - 4C15Cy =280 ——
5 4“1 "8 L4 799
2 336
2 3 - 4Cy-3C3=336 ——
5 4©2 8 L3 799
3 112
3 2 - 4C33Cy =112 ——
5 4v3 "8 L2 799
4 1L GisCi=8
4Cyq g C1 = 799
Six1,x9,- -+ ,x, es una muestra aleatoria (con reemplazo) de una poblacién infinita con proporcién

P entonces, el valor esperado de p denotado por E(p) o pp y la variancia de p, denotada por Var(p)

002

50 S€ difinen por:

E(p) =P

P(1-P)

Var(p) = -

En su defecto, la desviacién estandar de p se denota por o y queda definida por:

P(1-P

y_ [PO=P)
n

Corolario 1.1 Sea X ~ Bin(n, P) y p = —, la proporcién de éxitos de la muestra. Entonces,

n

si n es suficientemente grande, la distribucién de muestreo de p es aproximadamente normal con

media Py desviacién estandar \/P(1 — P)/n. De manera similar, la distribucién de muestreo para

X es aproximadamente normal con media nP y desviacién estandar \/nP(1 — P).

Por consiguiente, si se tiene una muestra n lo suficientemente grande, la distribucién muestral de p
puede aproximarse por medio de la distribucién normal de manera similar al procedimiento usado
para aproximar la distribucién de probabilidad binomial.

. . R P(1-P)
Resumiendo se tiene que, p = o con pup =Pyop= —

Una regla empirica para determinar si la aproximacién es adecuada cuando (np > 5y n(1—p) > 5).
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En la mayoria de los casos en los que se hace inferencia utilizando la proporcién, las muestras son
grandes y por lo tanto la distribucién de muestreo de la proporcién es aproximadamente normal,
por lo que pueden calcularse probabilidades. En caso de no tener a disposicion un software que
realice los cédlculos, puede utilizarse la tabla de la distribucién normal estandar, pues p tiene una

P(1-P)

distribucién normal con media p; = Py desviacién estdndar op = , entonces:

Z = , donde Z ~ N(0,1)

P(1_P)

También, puede definirse la distribucion muestral de X como:

X —nP
Z=-—2"""_ dondeZ ~ N(0,1)
nP(1— P)

Ejemplo 1.10 La gerencia de una empresa fabricante de computadoras ha determinado que la
proporcién de las ventas del afno anterior que incluyeron la entrega en un plazo de 10 dias después
de la compra fue de 0,25. Si se selecciona una muestra aleatoria de 310 ventas, calcule la probabilidad

de que la proporcién muestral de los pedidos entregados dentro de los 10 dias siguientes sean de

a) entre 0,20 y 0,29.
b) a lo sumo 0,22.
c¢) al menos 0,28.

d) Dentro de qué valores se encuentra el 60% central de las proporciones muestrales.

Solucién

a) Debe hallarse,

0,25(1 — 0, 25)

P<o,2o<ﬁ<o,29/ﬂﬁ:0,25, aﬁ:\/ 510

) = F(0,29) — F(0,20)

> P <- 0.25; n <- 310

P, sd

sqrt (P*x(1 - P)/n))
sqrt(P*(1 - P)/n))

> pl <- pnorm(0.20, mean

> p2 <- pnorm(0.29, mean = P, sd
> p2 - p1

[1] 0.9270496
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La Figura 1.10 representa graficamente la probabilidad determinada.

15+

10

f(p)

©>

Figura 1.10: Probabilidad de que la proporcién muestral esté entre 0,2 y 0,29 para P = 0,25 y
n = 310

Fuente: Elaboracién propia

b) Debe hallarse,

0,25(1 —0,25

La Figura 1.11 representa graficamente la probabilidad requerida.
154
10

)
5.
0.
0.17 0.22 025 0.29 0.33

o>

Figura 1.11: Probabilidad de que la proporcién muestral sea a lo sumo 0,22 para P = 0,25 y n = 310

Fuente: Elaboraciéon propia
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> P <- 0.25; n <- 310
> pl <- pnorm(0.22, mean = P, sd = sqrt(P*(1 - P)/n)); pl

[1] 0.1112635

c¢) Debe hallarse,

0,25(1 — 0,25
P(ﬁ20,28/ pp = 0,25, aﬁ:\/%) =1-F(0,28)

> P <- 0.25; n <- 310
> pl <- 1 - pnorm(0.28, mean = P, sd = sqrt(P*(1 - P)/n)); pl

[1] 0.1112635

La Figura 1.12 representa graficamente la probabilidad determinada.

e D

154

0.17 0.25 0.28 0.33
N
p
Figura 1.12: Probabilidad de que la proporcién muestral sea al menos 0,28 para P = 0,25 y n = 310

Fuente: Elaboracién propia

. J

d) El 60% central de las proporciones muestrales se encuentra entre el cuantil 20 y el cuantil 80.

e D

> P <-0.25; n <- 310
> ¢20 <- gnorm(0.20, mean = P, sd
P, sd

sqrt (P*x(1 - P)/n))
sqrt (P*(1 - P)/n))

> ¢80 <- gqnorm(0.80, mean
> round(c(c20, c80), 4)

[1] 0.2293 0.2707
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E1 60% central de las proporciones muestrales se encuentra entre 22,93% y 27,07%

La Figura 1.13 muestra la regién bajo la curva que representa el 60% central de las proporciones

muestrales.

154

104

f(p)

017 0.23 0.25 027 033

Figura 1.13: Regién que representa el 60% de las proporciones muestrales para P = 0,25 y n = 310

Fuente: Elaboracion propia

Es importante indicar que en ocasiones el verdadero valor de P no es conocido, en estas situaciones
los célculos se realizan sustituyendo el valor de P por alguna referencia de este, es decir, un valor

de p.

Ejemplo 1.11 Debido a la huelga de educadores efectuada en 1995 por el asunto del régimen
de pensiones se realizé una encuesta a 500 personas jefes de hogar del Gran Area Metropolitana
acerca de si la huelga era justa. Como resultado de la encuesta, se obtuvo que el 55% de las personas

entrevistadas considerd que la huelga era justa.

a) ¢{Cudl es la probabilidad de observar una proporcién muestral de personas que apoyan la huelga

de al menos el 60%?

b) Cuadl es la probabilidad de observar una proporcién muestral de personas que apoyan la huelga

de a lo sumo el 44%?

c¢) (Dentro de qué valores se encuentra el 40% central de las proporciones muestrales de personas

que apoyan la huelga?
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1.1.3. Factor de correccién para poblacion finita

Cuando las muestras son obtenidas de poblaciones finitas relativamente pequenias se acostumbraba
introducir a la férmula del error estandar un factor de correccién finita con el objetivo de minimizar
el error. Como en la practica se trabajan con poblaciones finitas muy grandes, esta técnica es poco
utilizada, en general se estima que si el tamaifio de la muestra es menor al 5% del tamafio de la

poblacidn, la correccion es insignificante y se puede prescindir de ella.

En los casos en los que se utiliza el factor de correccién finita (f. c. f), este puede ser aplicado tanto

a distribuciones muestrales para la media y la proporcién, siempre y cuando el muestreo se realice
-n -n
T Cuando n es grande, N1 1, donde:

sin reemplazo y estd definido por
= N: tamano de la poblacion.
= n: el tamano de la muestra.
Ejemplo 1.12 La proporcién de personas solteras de edades comprendidas entre 25 y 35 anos en
2
un pequeno pueblo de Costa Rica es de 3" Suponga que se obtienen muestras de tamano 36 de
todas las personas del pueblo entre dichas edades.
a) Halle la media y la desviacién estandar de la proporcién de personas solteras entre 25 y 35 anos.

b) Suponga que en el pueblo viven 226 personas entre 25 y 35 anos y que el muestreo es sin

reemplazo. ;Cudl es la media y la desviacién estandar de la proporcion?
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Estimacion estadistica

2.1. Estimacién puntual

Definicion 2.1 Estimador puntual

Segun Freund, Miller, y Miller (2004), un estimador puntual es cualquier funcién W(Xy,---, X,,)
de una muestra, donde X7, ---, X, son variables aleatorias que se obtienen de la muestra. Esto es,

cualquier estadistico es un estimador puntual.

Nota 1 Tal y como se menciond en el Capitulo 1, existe una diferencia entre un estimador y
una estimacion. Un estimador es una funcion de la muestra, mientras que una estimacion es el

valor de un estimador, es decir, el numero.

2.2. Propiedades de los estimadores

Los estimadores estadisticos cumplen con las siguientes propiedades: insesgados, eficientes, suficien-

tes y consistentes.

2.2.1. Estimadores Insesgados

Definicion 2.2 Estimador insesgado

Un estimador 6 es un estimador insesgado del pardmetro 6 si y solo si E (é) = 0, caso contrario el

estimador se dice que es sesgado y su sesgo se denota por B(6) y se define por:

B(6) =E@) -0
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Ejemplo 2.1 Sea X una variable aleatoria tal que X ~ Bin(n, P), con n conocido y P desconocido.

Muestre que la proporcién muestral p = — es un estimador insesgado de P.
n

Solucién

La proporcién muestral p es un estimador insesgado de P si E[p] = P.
Prueba

Si X ~ Bin(n, P), entonces E[X]| = nP. De esta forma se tiene que
X] = E[X]= aP=P

Efectivamente, la proporcién muestral p es un estimador insesgado de P.

Ejemplo 2.2 Sea Xj,---, X, una muestra aleatoria de una distribuciéon N (ux, a%), entonces X

es un estimador insesgado de px.

1 n
Ejemplo 2.3 Sea ix = ZXi‘ Muestre que fix es un estimador sesgado de px.
=1

n—+ 14

Solucion

fix es un estimador sesgado de px si E(fix) # pux-

E({1 =F
(fix) i

1 <« 1
| = E
n—l—liz;le n+1

Zwi] = > B = ) = S g

i=1

Efectivamente, fix es un estimador sesgado de ux.

Teorema 2.1 Si S? es la variancia de una muestra aleatoria de una poblacién finita con variancia

finita 0%, entonces E(S?) = o%.

Prueba

n
Sugerencia: Pruebe como lema el hecho que: Z(Xz —X)? = Z(Xz — px)? = n(ux — X)?
i=1 i=1
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— E i=1
n—1
1 ['n
= P ZE(Xi—/Lx)Q—nE(/J,X_X)Q
Li=1
1 T o2
_ 2 _ 27X
- on-—1 _naX nn]
= O’?X

Estimadores Asintéticamente Insesgados

Definicion 2.3 Un estimador 6 es asintéticamente insesgado si su posible sesgo tiende a cero al

aumentar el tamano muestral, es decir:

lim B(A) =0
n—oo
Ejemplo 2.4 Sea Xi,---, X, una muestra aleatoria de una pobalcién normal con media px y
1 n
variancia ag(). Compruebe que jix = o Z:UZ es un estimador asintéticamente insesgado de
n
i=1
¢ '
Solucién
, . A nux ;
Como se comprob6 en el Ejemplo 2.3, E(fix) = 1 Asi,
n
N A nypx npux —Npx — KUx nx
B = E — = — g —_——
(fx) = B(fix) — px = == = hx —— )
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Por lo tanto,

, N P Hx
i Blix) = lim =275
1 n
Finalmente, fix = 1 g x; es un estimador asintéticamente insesgado de px.
n

i=1

Error Cuadratico Medio de los Estimadores

Definicién 2.4 El Error cuadratico medio, MSE por sus siglas en inglés (Mean Square Error), de

un estimador 6 est4 definido por:

MSE(0) = E[(6 — 0)*] = Var(d) + [B())*,
donde B(f) es el sesgo de 0, es decir, B(0) = E() — 6.

A A~

Nota 2 Recuerde que Var[d] = E[(6 — E[0])?]
Observacion:

El MSE toma en cuenta tanto la variabilidad como el sesgo del estimador. En general, cuando
se comparan dos estimadores 6, y 0y de f, a menudo debe elegirse entre dos alternativas: poca

variabilidad o poco sesgo.

Ejemplo 2.5 Sea X una variable aleatoria tal que X ~ Bin(n, P), con n conocido y P desconocido.

La proporcién muestral p; = — es un estimador insesgado de P. Determine la Var(P) y el
n
MSE(P).
Solucién
Elp] =P
R P(1-P
Varlp] = 0T
n
. P(1-P
MSE[pl] = 7( n )
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X+1
Ejemplo 2.6 Considere que pg = i
n-+ 2

es un estimador de P, determine el MSE(p2).

Solucion

El valor esperado de po esta dado por:

nP +1
n—+ 2

Elpo] (BIX +1]) = (B[X]+ El]) =

T2 n+2

Este es un caso de un estimador sesgado y el sesgo de po esta dado por:

nP+1 1—-2P
Blp,| = —_p=
P2] n—+2 n+ 2
La variancia de ps es:
. X +1 1 1 nP(1 — P)
v =V = Var[X]+ Var[l]) = ———=nP(1 - P) = ———~
arlp2 ”[Hz} e VX Verll) = ErmenPU =P = =05

El MSE de py corresponde a:

2
MSElp] = nP(1-P) <1—2P> _ nP(1—P)+ (1+2P)?

(n+2)? n+2 (n+2)?

2.2.2. Estimadores Eficientes

Definicién 2.5 Si 6 y 0 son estimadores de 6 y Var(6;) < Var(fy) entonces, 6; es un estimador

més eficiente de 6 que 5.

Definicion 2.6 Se dice que 6 es el mejor estimador insesgado de 6, si satisface las siguientes
condiciones:

= 0es insesgado.

» Var(f) < Var(,), donde 6 es cualquier otro estimador insesgado de 6.

A este estimador se le acostumbra llamar estimador insesgado de variancia minima (EIVM) o

mejor estimador insesgado. La eficiencia de un estimador 0 se denota por eff(é).

Se puede definir la eficiencia de un estimador, 8, como la inversa de su error cuadratico medio, es

decir:
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~ 1
effl) = ———
1O = rm
Un estimador 6 se dice que es mas preciso o eficiente que un estimador 05 si, ef f (él) >eff (ég),
o bien si MSE(0;) < MSE(6y).

Eficiencia relativa

En algunas ocasiones interesa saber si un estimador insesgado 61 es “mejor” que otro estimador
insesgado 65. Para ello se utiliza el concepto de eficiencia relativa para comparar las variancias

respectivas de ambos estimadores.

Definicién 2.7 La eficiencia relativa de 6; con respecto a ég, se denota por eff(él, ég) y se define

comao:

6,4, — 1101 _ MSE(:)
IO = ) T MSEG)

En el caso de estimadores insesgados, la eficiencia relativa de 6; con respecto a 65 es:

Var(6s)

eff(01,02) = Var(dy)

Se dice que 01 es mas eficiente que 65 si el cociente anterior es mayor que 1.

Ejemplo 2.7 Considere una muestra aleatoria Y7, Ys, Y3 de una distribucién exponencial con media
A . 1 . - .

0 de modo que 6; = Y7, 0y = §(Y1 +Y5) y 03 =Y. Encuentre la eficiencia relativa de 6, respecto a

93 y de ég respecto a ég.

Ejemplo 2.8 Suponga que se toma una muestra aleatoria de variables independientes de tamano

0

estimadores A1 y Ao se definen de la siguiente manera:

1 . .
5, de una variable X ~ Exp ()\ = ) Encuentre la eficiencia relativa de A respecto a As, si los

X+ Xo+ X3+ Xy + X5
B 5

M

5 2X1+ Xo+ X3 — X4+ 3X5
2:
6
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Solucion

1 1 1
Recuerde que si X ~ Exp <)\ = 9)’ entonces F[X] = 1Y Var[X] = 2

Ejemplo 2.9 Suponga que el verdadero largo de una pieza de metal para construccién, sigue
una distribuciéon normal, con promedio px desconocido y desviacién estandar conocida ox = 0,5
pulgadas. Si una muestra aleatoria de variables independientes de tamano 3, de ese tipo de piezas,
es tomada para estimar el valor de pux, jcudl de los estimadores fi1,, 0 fi2, es mejor en términos
( Xy + X9)?

DN | =

1
de: sesgo, variancia y eficiencia relativa, si /i1, = 3 (X1+ Xo+ X3) y o, =

Teorema 2.2 Desigualdad de Cramer-Rao

Si 6 es un estimador insesgado de 0 y

A 1
Var(0) >
dln [f(X)])*
ek ( 06 ) ]
Si se cumple que,
Var(é) = 1

n-E

dln [£(X)]\
00
entonces, en algin sentido, 0 es el mejor estimador disponible y se le conoce como estimador

insesgado de variancia minima de 6.

Aqui la cantidad del denominador se refiere a la informacién sobre 6 que es suministrada por la

muestra. Asi, la menor variancia es dada por el estimador que brinda mayor informacion.

Ejemplo 2.10 Muestre que X es un estimador insesgado de variancia minima del promedio jx

de una poblaciéon normal.

Prueba

1 Ug(
Debe mostrarse que = &

EiN

En el caso de la distribuciéon normal, se sabe que:

1<33—MX>2

1 2\ oy

x = - e X y araxER
f(z) p—" p
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1/z— ?
In[f(x)] = In Uxi/%'e_2< UJ?X)

In[f(z)] = In [Uxi/ﬂ} +In e;(x ;:X>

In[f(x)] = —ln(ax\/ﬁ)_;<x—ﬂx>2

ox

Oln [f(x)] 1 <$—Mx>

Oux ox

Ahora,
X2 1 (- 1 X - 2 1 1
p|(2mUEY) _pl 1 (ammx)| oL gl (X)L 1
oux ox ox 0% ox 0% 0%
Finalmente,
1 1 %
27 1
oux X
Ejemplo 2.11 Sea Xi,---, X, una muestra aleatoria de una distribucién de Poisson. Muestre que

O = X es un estimador insesgado de variancia minima de A.

2.2.3. Estimadores Suficientes

Definicién 2.8 Un estimador 6 de 6 es suficiente, si utiliza toda la informacién sobre el pardmetro
contenida en la muestra para la estimacién de 6, de modo que ningin otro estimador pueda pro-
porcionar informacién adicional sobre el pardmetro desconocido 6. Es decir, si todo el conocimiento
acerca de 6 que puede ser adquirido desde cada uno de los valores de la muestra, también puede

ser adquirido solo por medio del valor de 0.

Por ejemplo, la media muestral es un estimador suficiente de la media poblacional.
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2.2.4. Estimadores Consistentes

Definicion 2.9 Un estimador 6 es un estimador consistente del parametro 6, si su valor esperado

tiende a 8 cuando el tamafio de muestra aumenta. Esto es:

1. & [é] — 6 cuando n — 0.

2. Var() — 0 cuando n — co.

De forma equivalente, un estimador f es un estimador consistente del parametro 6, si dado € > 0

se cumple que:

lim P(|0 — 60| >¢) =0

n—o0

o de manera equivalente:

lim P(|§ — 0] <e) =1

n—oo

Teorema 2.3 Teorema de Chebyshev

Sean k > 0 y X una variable aleatoria con variancia finita ox. Entonces:

1
P(|X—ux‘<kax)21—ﬁ

O bien,

1
k2

P(IX — px| > kox) <
Otra versién del teorema es:
Sean € > 0 y X una variable aleatoria con variancia finita ox. Entonces:

< Var(X)

P(X - E(X)| > ) 5

€
Sea € = kox.
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e=kox = k=—

ox
1
1 _ox
€
1 O'g(
T BT e
1 Var(X)
= — =
k2 €2
Ejemplo 2.12 Sean X1, Xo,..., X, una muestra aleatoria de tamano n de una distribuciéon con

media px y variancia o%. Muestre que X es un estimador consistente de jix.
Solucién
Hay que probar que: lim P(|X — ux|>¢) =0,Ye > 0.

n—oo

< Var(X)

- 2

) 0%
P(|X — >e) < =&
6 (1% - x| 2 ) < 2%

P(IX — px| > ¢)

2

_ o
{ — >€) < lim —-X
= nh_I)n P(|X —px| >¢€) < lim s

n—o0

= lim P(|X —px|>¢) =0

n—0o0

Por lo tanto, X es un estimador consistente de .

2.3. Meétodos de estimacion

2.3.1. El Método de Maxima Verosimilitud

Este método se debe al trabajo de R.A. Fisher, gran estadistico del siglo XX, quien, en sus escritos,
Fisher (1934) y Fisher (1932) propuso un método general de estimacién llamado Método de
Maxima Verosimilitud. El demostré las ventajas del método, mostrando que los estimadores

maximo verosimiles son estimadores asintéticamente insesgados de variancia minima.

Funcién de verosimilitud para distribuciones discretas

Definicién 2.10 Sea f(x|6) la funcién de probabilidad de masa para una distribucién discreta con

parametro asociado 6. Suponga que X1, Xs, -+, X,, es una muestra aleatoria de esta distribucion
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y &1,T9, - , Ty son los valores observados en la muestra. Entonces la funcion de verosimilitud de

0 esta dada por:

L(9’$1,1’27"' 7'7;71) - P(Xl :$17X2 =2, " 7Xn :xn>

= ] P(i0).
=1

)

La funcién de verosimilitud es una funcién de 6 y a veces se escribe L(0) = L(0|x1,xo, -+ ,xy).

El estimador maximo verosimil es el valor 0 tal que L(0) > L(0) para todo 6.

Nota 3
L(e) = L(9’x17$27' c 7xn) = f($1,$2,~ c 71777,’9)

Por tanto, el método de mdxrima verosimilitud consiste en maximizar la funcion de verosimilitud
con respecto al parametro 8 dados los datos. El valor de 0 que mazximiza la funcién de verosimilitud

se le llama estimador mdzimo verosimil de 0.

Ejemplo 2.13 Sean Xi,--- X, n variables aleatorias de Bernuolli independientes con parametro
n

P,0< P <1 Sea X =) X; el numero de unos. Probar que el estimador méximo verosimil del
i=1

parametro P es p = —.
n

Solucién

=1
_ pE" (1- p)ni;x’
— PX(l _ P)n—X
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. . . X . . .
Igualando la derivada a cero y resolviendo para P se obtiene P = —, es decir, el estimador maximo
n

verosimil estd dado por p = —.
n

Ejemplo 2.14 Sean z1,x9,--- ,x, una muestra aleatoria de una distribucién de Poisson con pa-

rametro desconocido A. Halle el estimador méximo verosimil para .

Funcién de verosimilitud para distribuciones continuas

Definicién 2.11 Sea f(x|f) una funcién de densidad de probabilidad para una variable aleatoria
continua con parametro asociado 0. Suponga que Xi, Xs, -+, X, es una muestra aleatoria de
esta distribucion y x1, s, -+ ,x, son los valores observados en la muestra. Entonces la funcién de

verosimilitud de 6 estd dada por:

n

LOlzr, @, wn) = f(w1,2,. .. 20|0) = f(2110)f(22]6) - - - f(200) = [ ] f(wil6) (2.1)

i=1

El estimador maximo verosimil es el valor 6 tal que L(f) > L(6) para todo 6.

Ejemplo 2.15 Si X; = 21, Xy = z9, -+ , X,, = x,, es una muestra aleatoria 7id de una poblacion

exponencial, encuentre el estimador maximo verosimil para el parametro .
Solucién

LNz1, @2, ,xn) = flaN)f(z;A) - f@n; A)

— )\e—)\m X /\e—Axg . )\e—)\:r:n

Aplicando el logaritmo natural se tiene que:
-2 i T
In[L(N)] = In ()\"6 =1 )

Derivando a ambos lados se tiene que:

din[L(N)]  — n 20
B e S
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din[L())]

5 dA

= 0 entonces:

n
- — r; = 0
A =1
DY
= - T
A i=1
n
A = —
> T
i=1
1
A = —
>
i=1
n
1
)\ = -
x
Por lo tanto \ es el inverso del promedio.
Ejemplo 2.16 Sixzi,zo, - ,x, son valores de una muestra aleatoria de tamano n de una poblacién

uniforme con a = 0, encuentre el estimador maximo verosimil para el pardmetro b.

Ejemplo 2.17 Si X1, X», .-, X, constituyen una muestra aleatoria de tamafo n de una poblacién
normal con media pux y variancia Ug(, encuentre los estimadores maximo verosimiles para ambos

parametros.

2.3.2. Método de Momentos

Otra forma de encontrar estimadores para los pardmetros de una distribucién es el método de
momentos. Sea f(z) la funcién de densidad de probabilidad (o probabilidad de masa) de una

variable aleatoria X. Para un entero positivo r, el r-ésimo (tedrico) momento de X es:

+oo
E[X"] = / 2" f(z)dx (2.2)

y el r-ésimo momento muestral es :
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Sean X1, X9, -+ X, una muestra aleatoria de una distribucién con r parametros desconocidos
01,02, --0,. Sea f(x;61,02,---0,) la funcién de densidad de probabilidad de esta distribucién.
El método de momentos iguala cada r teérico momento con su correspondiente r-ésimo momento

muestral, para obtener un sistema de r ecuaciones con r incognitas.

+oo 1
/ xf(x;01,02,---0,) = EZXi

- i=1

400 1
|0y = L3N

—© i=1

+o00 1
|0y = L3N

- i=1

—+00 1 n
T 0)) = =N X7
/ x f(xa‘91>927 9) n; 7

—00

Las soluciones de este sistema de ecuaciones son los estimadores del método de momentos para
01; 027 U 07’-

Nota 4 En el caso de una variable aleatoria discreta, se deben reemplazar las integrales por suma-

torias.

Ejemplo 2.18 Suponga que X1, Xo, -+, X,, son muestras aleatorias de una distribucién exponen-

cial. Use el método de momentos para encontrar un estimador para A.

Solucion

El primer momento tedrico es:

8l
Il
S|
o
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Igualando ambos momentos se tiene:

1
Z—7
A
1
A= —
X
Es decir,
. 1
A= —
X
Ejemplo 2.19 Sean X1, Xo,---, X, variables aleatorias #id provenientes de una distribucién uni-

forme de parametros a = 0 y b. Use el método de momentos para encontrar un estimador para

b.

Solucion

b
El primer momento teérico es E[X]| = 2 mientras que el primer momento muestral es el promedio
n b _ ~ _
z = — > X;. Igualando ambos momentos, se tiene que 3= X, es decir, b = 2X.
ni=1
Note que este estimador puede arrojar resultados imposibles. Por ejemplo, si n= 4 con x; = o =

x3 =1, 14 =9, entonces X=3 y b =6, lo cual es imposible si x4 = 9.

Ejemplo 2.20 Dada una muestra aleatoria de tamano n de una poblacién uniforme con b = 1.

Use el método de momentos para encontrar un estimador para a.

Ejemplo 2.21 Suponga que z1 = 1,3, o2 = 1,8, 3 = 2,1, x4 = 2,25 son los resultados de una

muestra aleatoria cuya funciéon de densidad de probabilidad esta dada por:

2(0 — x)

f(@;0) = =

para 0 < x < 6. Use el método de momentos para encontrar un estimador para 6.
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Capitulo 3







Estimacion por intervalos

Para estimar pardmetros poblacionales, suele utilizarse dos tipos de estimaciones: la puntual y la

de intervalo.

En los capitulos anteriores solo se han realizado estimaciones puntuales de parametros como el
promedio o la variancia. Pero no se han trabajado algunos otros aspectos como el posible tamano
del error en la estimacién. Se podria complementar un estimador puntual 6 de 6 con el tamafio de

la muestra y el valor de var(f) o con alguna otra informacién acerca de la distribucién muestral de

~

6.

Con el fin de conocer acerca del tamano del error, puede usarse la llamada estimacién por
intervalo. Una estimacién por intervalo de 8 es un intervalo de la forma 0, <0< ég, donde 6; y

A2 son valores tales que:

Pl <0< b)=1—a

Para alguna probabilidad especifica 1 — «. El valor especifico de 1 — « se refiere a que el intervalo

01 < 6 < 0y es un intervalo de confianza del (1 — ) 100% para 6.

También, 1 — « se le llama grado de confianza del intervalo y los puntos del intervalo, 6, y 05 se
conocen como limite inferior y superior del intervalo, respectivamente. Es decir, puede controlarse
la precisién (amplitud) del intervalo, asi como la confiabilidad (confianza), de que el verdadero valor

del parametro se encuentre contenido en dicho intervalo.

Frecuentemente el nivel de confianza se expresa como un porcentaje, de tal manera que tipicamente
se interpreta el intervalo de confianza como: con una confianza del (1 — «)-100%, 0 estd contenido
en el intervalo [L;(X), Ls(X)]. En este caso, confianza se refiere al proceso usado para construir el
intervalo, no al intervalo en si. Es decir, si se hubiera podido hacer un infinito niimero de muestras,

(1 — ) -100% de ellas deberfan contener a 6.
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3.1. Intervalo de confianza para la estimacion de la media pobla-

cional

3.1.1. Intervalo de confianza para la estimacién de la media poblacional con

variancia poblacional 0% conocida

Teorema 3.1 Sea X el promedio de una variable aleatoria X de tamaifio n de una poblacién normal
con variancia conocida Ug(. Entonces hay una probabilidad 1 — a de que el error en la estimacion

. . 0Xx .
del promedio poblacional sea menor que ze - —=, €S decir,

vn

P<|X—,uX]<zg-\/ﬁ>—1—a

Definicion 3.1 El margen de error de un intervalo de confianza simétrico es la distancia medida
desde el estimador hasta el final (principio) del intervalo. El intervalo de confianza puede expresarse
de la siguiente forma: estimador + margen de error, de modo que el margen de error E estd dado

por:

2P'¢

NG

Si la poblacién es finita de tamano N, entonces el error en la estimacion viene dado por:

EF==z

R

ox N —n

E=za 2.
“m VN1

Ejemplo 3.1 Un equipo intenta determinar el tiempo promedio que tarda una muestra de 150
personas en trasladarse al trabajo. Por experiencia se considera que ox = 6,2 minutos para este
tipo de datos. Determine, con una probabilidad del 99%, el error maximo en las estimaciones del

tiempo promedio.

Solucién

> n = 150; sigma = 6.2; alpha = 0.01; alpham = alpha/2
> zalpham = gnorm(1 - alpham)
> (E = zalpham*sigma/sqrt(n))

[1] 1.303957
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Con una confianza del 99%, el error méximo que puede cometerse en la estimacién del tiempo

promedio real que tardan las personas en trasladarse al trabajo es de 1,3 minutos.

Para entender mejor el concepto de margen de error, puede utilizarse el proceso de se realizard una

simulacién con ayuda del software R.

Ejemplo 3.2 Suponga que desea construirse 100 intervalos de confianza, provenientes de variables

aleatorias X, con X ~ N(ux =25, 0% = 16) y n = 30.

Solucion

Cantidad de intervalos que contienen a

28

26

Limites del intervalo

24

22

0 20 40 60 80 100
NuUmero del intervalo
en la simulacién

Figura 3.1: Intervalos de confianza para la variable X ~ N(ux =25, ox =4) con n =30

Fuente: Elaboracion propia

\. J

La Figura 3.1 muestra el resultado de la simulacién, en la cual se identifica que de los 100 intervalos
contruidos, existe uno que no contiene el valor promedio real, es decir, el 99% de los intervalos

contienen el verdadero valor promedio, es decir 25.
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Teorema 3.2 Sea ¥ el promedio de una variable aleatoria X de tamano n de una poblacién normal

con variancia conocida o% entonces:
_ ox _ X
Chi-o(pg) = |Z— 22 - N T+za  — (3.1)
es un intervalo del (1 — «)100% de confianza para el promedio de la poblacién.

Para obtener un intervalo de confianza, con un nivel del (1 — «), es necesario construir una region,

tal que el drea entre —Ze y ze sea (1 — @), en otras palabras:

Ejemplo 3.3 Si una muestra aleatoria con n = 20 de una poblacién normal con O'g( = 225, tiene
un promedio muestral de T = 64, 3. Construya e interprete un intervalo del 95% de confianza para

el promedio poblacional p 5.

Solucién

> n = 20; sigma = 15; xbarra = 64.3; alpha = 0.05; alpham = alpha/2
> zalpham = gnorm(1 - alpham)
> round ((E = zalpham*sigma/sqrt(n)), 2)

[1] 6.57
> ¢((Li = xbarra - E), (Ls = xbarra + E))

[1] 57.72608 70.87392

\. J

El célculo también puede desarrollarse utilizando la funcién zsum.test () del paquete BSDA (Arn-
holt y Evans, 2017), cuyos argumentos principales son: mean.x, sigma.x, n.x, conf.level y

alternative.
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> library(BSDA)
> zsum.test (mean.x = 64.3, sigma.x = sqrt(225), n.x = 20, conf.level = 0.95,

+ alternative = "two.side")$conf.int

[1] 57.72608 70.87392
attr(,"conf.level")

[1] 0.95

Con una confianza del 95%, el intervalo [57,73, 70,87] contiene el promedio poblacional.

Ejemplo 3.4 Una muestra aleatoria de 40 componentes electréonicos revelé que la vida 1til pro-

medio es de 5,6 anos. Ademas, se sabe que la desviacién estandar poblacional es de 2,1 anos.

a) Construya e interprete un intervalo de confianza del 98% para estimar la vida ttil promedio real

de los componentes.

b) Construya e interprete un intervalo de confianza del 95% para estimar la vida 1til promedio real

de los componentes.

c¢) Si la longitud del intervalo es de 1,2 anos, determine el nivel de confianza utilizado en la con-

truccion de dicho intervalo.

Solucién

a) Utilizando una confianza de 98%, el intervalo respectivo se obtiene de la siguiente manera:

s a

> alpha = 0.02
> zsum.test(mean.x = 5.6, sigma.x = 2.1, n.x = 40, conf.level = 0.98,

+ alternative = "two.side")$conf.int

[1] 4.827561 6.372439
attr(,"conf.level")

[1] 0.98

\. J

Con una confianza del 98%, el intervalo [4,83, 6,37] contiene el tiempo de vida 1til promedio real

de los componentes electronicos.

b) Si la confianza es del 95% se tiene que:
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> alpha = 0.05
> zsum.test(mean.x = 5.6, sigma.x = 2.1, n.x = 40, conf.level = 0.95,

+ alternative = "two.side")$conf.int

[1] 4.949215 6.250785
attr(,"conf.level")

[1] 0.95

. J

Con una confianza del 95%, el intervalo [4,95, 6,25] contiene el tiempo de vida 1til promedio real

de los componentes electronicos.

c) Para obtener el nivel de confianza utilizado para construir un intervalo de longitud de 1,2 anos

se procede de la siguiente manera:

e D

n = 40; sigma = 2.1; xbarra = 5.6; alpha = 0.02;
longitud <- 1.2
E <- longitud/2

alpham <- 1 - pnorm(zalpham)

>
>
>
> zalpham = E*sqrt(n)/sigma
>
> alpha <- 2*alpham

>

confianza <- 1 - alpha; confianza

[1] 0.9292402

3.1.2. Intervalo de confianza para la estimacién de la media poblacional con

variancia poblacional 0% desconocida

Teorema 3.3 Si X; ~ N(ux, 03(), 1 =1,2,---,n con ox desconocida y n < 30, entonces un

intervalo de confianza para p g estda dado por:

CIl—Dl(MX') =|T - t%,n—l ) 7 THtae p1- (32)

Se dice que CT es un intervalo de confianza del (1 — a)100% para el promedio de la poblacién.

Ejemplo 3.5 Una disenadora industrial quiere determinar el promedio de tiempo que le lleva a
una persona colaboradora ensamblar un juguete. La Tabla 3.1 expresa la cantidad de tiempo, en
minutos, que tardé una muestra aleatoria de 36 personas en ensamblar un juguete en particular.
Construya un intervalo de confianza del 98% para estimar el promedio poblacional. Asuma que el

tiempo de ensamblaje tiene una distribucién normal.
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Tabla 3.1: Tiempo que les toma a quienes trabajan en la fabrica armar un juguete.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
17 13 18 19 17 21 29 22 16 28 21 15
26 23 24 20 8 17 17 21 32 18 25 22
16 10 20 22 19 14 30 22 12 24 28 11

Solucién

e N

datos<-c(17,13,18,19,17,21,29,22,16,28,21,15,26, 23,
+ 24,20,18,17,17,21,32,18,25,22,16,10, 20, 22,
19,14,30,22,12,24,28,11)

v

+
> n = length(datos); s = sd(datos); xbarra= mean(datos); alpha = 0.02;
> alpham = alpha/2

> talpham = qt(1 - alpham, n - 1)

> E = talpham*s/sqrt(n)

> ¢((Li = xbarra- E), (Ls = xbarra+ E))

[1] 18.01231 22.37658

\. J

Con una confianza del 98%, el tiempo promedio real que le lleva a una persona colaboradora

ensamblar un juguete esta entre 18,01 y 22,38 minutos.

Cuando se cuenta con los datos de la muestra, el intervalo de confianza puede construirse directa-

mente en R con ayuda de la funcién t.test ().

> t.test(datos, conf.level = 0.98)$conf

[1] 18.01231 22.37658
attr(,"conf.level")

[1] 0.98

Ejemplo 3.6 Suponga que el nivel de colesterol total en la sangre se distribuye normalmente. Una
persona quiere determinar el nivel de colesterol total promedio en una poblacién costarricense. Para
ello selecciona 12 personas y obtiene que el nivel de colesterol promedio es de & = 214, 1 minutos
con s = 49, 6. Construya e interprete un intervalo de confianza del 95% para estimar el promedio

poblacional.
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Solucién

7~

>n = 12; s = 49.6; xbarra= 214.1; alpha = 0.05; alpham = alpha/2
> talpham = qt(1 - alpham, n - 1)

> E = round(talpham#*s/sqrt(n), 2)

> ¢((Li = xbarra- E), (Ls = xbarra + E))

[1] 182.59 245.61

En el caso de la variancia poblacional no conocida, también puede utilizarse la funcién TTestA()
del paquete DescTools (Signorell et al., 2021), la cual incluye argumentos como mx, sx, nx,

conf.level y alternative.

.

> library(DescTools)

> int <- TTestA(mx = 214.1, sx = 49.6, nx = 12, conf.level = 0.95)$conf.int
> int

[1] 182.5857 245.6143
attr(,"conf.level")

[1] 0.95

Con una confianza del 95%, el intervalo [182,59, 245,61] contiene el nivel de colesterol promedio

real de la poblacién.

Ejemplo 3.7 Suponga que la estatura del estudiantado de noveno ano del Liceo de Heredia sigue
una distribuciéon normal. Para conocer la estatura promedio se selecciona una muestra de 25 estu-
diantes y se encontré que la media de la muestra es de 1,63 metros con una desviacién estandar
muestral de 5,84 centimetros. Construya un intervalo de confianza del 90% para la estatura media

del estudiantado de noveno ano de dicha institucion.

Solucién

7

> library(DescTools)

> int <- TTestA(mx = 1.63, sx = 0.0584, nx = 25, conf.level = 0.9)$conf.int
> int

[1] 1.610017 1.649983
attr(,"conf.level")

(1] 0.9
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Con una confianza del 90%, el intervalo [1,61, 1,65] contiene la estatura promedio real del estu-

diantado de noveno ano.

Ejemplo 3.8 La directora de una escuela desea determinar el tiempo promedio de traslado de sus
estudiantes a la institucién. Una muestra aleatoria de 20 estudiantes revel6 un tiempo promedio de
llegada de 34 minutos con desviacion estandar de 6,9 minutos. Construya un intervalo de confianza
del 98% para estimar el promedio poblacional, considerando que el tiempo de traslado tiene una

distribucion normal.

Solucién

> library(DescTools)
> int <- TTestA(mx = 34, sx = 6.9, nx = 20, conf.level = 0.98)$%conf.int

> int

[1] 30.08186 37.91814
attr(,"conf.level")

[1] 0.98

\ J

Con una confianza del 98%, el intervalo [30,08, 37,92] contiene el tiempo de traslado promedio real

del estudiantado.

Ejemplo 3.9 Suponga que el ICE necesita desarrollar un proyecto hidroeléctrico en la zona sur del
pais, pero necesita contar con personal de amplia experiencia en varias areas. El niimero de personas
capacitadas para realizar el trabajo es de 820 y se quiere saber cuanto tiempo llevan trabajando en
el puesto que actualmente ocupan, para ello se toma una muestra de 50 personas y se obtiene que
en promedio tienen 6,7 afios de experiencia en sus puestos con una desviacién estandar muestral de
0,9 anos. Se sabe que los anos de experiencia se distribuyen normalmente. Calcule una estimacion
de intervalo de los afios de experiencia en el puesto de las personas colaboradoras capacitadas, de

modo que se pueda tener una confianza del 95% en la media de la poblacién.

Solucién

s '

> N=820; n = 50; s = 0.9; xbarra = 6.7; alpha = 0.05; alpham = alpha/2
> talpham = qt(1 - alpham, n - 1)

> E = round(talpham*(s/sqrt(n))*sqrt((N - n)/(N - 1)), 2)

> ¢((Li = xbarra - E), (Ls = xbarra + E))

[1] 6.45 6.95
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Con una confianza del 95%, el intervalo [6,45, 6,95] contiene los anos de experiencia promedio real

de las personas colaboradoras.

3.2. Intervalos de confianza para una proporcién

Dado que el estimador maximo verosimil de P es p, el cual tiene la ventaja de ser asintético cuando

n — 0o, es decir,

ﬁ~N<P, P(l—P)>

n

3.2.1. Intervalo de confianza de Wald para una proporcién

Sabiendo que el error estdandar de p viene dado por

)
P n

cuando la poblacién es infinita, entonces un intervalo de confianza de 100(1 — a))% para la propor-

cion poblacional, dadas estas condiciones, viene dado por:

A [p(1—p) . [p(1—p

P za - B p)7p+z - /a( p)] (3.3)
2 n n

En caso de contar con poblaciones finitas de tamano N, el intervalo de confianza de 100(1 — a))%

Ejemplo 3.10 Suponga que se requiere seleccionar una muestra de tamano 210, para estimar la

CIi_o(P) =

wle

viene dado por:

ClLi_o(P) =

proporcién de estudiantes que estan satisfechos con su carrera. Sea X el niimero de estudiantes
satisfechos con la carrera que eligieron. Si en la muestra x = 130 estudiantes estdn satisfechos con
la carrera elegida, construya e interprete un intervalo de confianza del 95% para la proporcién de

estudiantes satisfechos con su carrera.

Solucion

Una forma para estimar el intervalo de Wald es la que se muestra a continuacion.
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> x <- 130; n <- 210; pl <- x / n
> alpha <- 0.05; alpham <- alpha/2
> E <- gnorm(1 - alpham)*sqrt(p1*(1 - p1)/n)
> ¢((Li = round(pl - E, 4)), (Ls = pl + E))

[1] 0.553400 0.684728

\. J

El intervalo de Wald puede estimarse de manera directa utilizando la funcién wald.ci () del paquete
fastR2 (Pruim, 2018).

> library(mosaic)
> library(fastR2)
> wald.ci(x = 130, n = 210)

[1] 0.5533672 0.6847280
attr(,"conf.level")

[1] 0.95

O bien, puede utilizarse la funcién ciAA11x() del paquete proportion (Subbiah y Rajeswaran,
2017), cuyos argumentos son x, n, alp, h. El intervalo de Wald puede observarse en la fila 1 de
la salida de R.

7

> library(proportion)
> ciAAllx(x = 130, n = 210, alp = 0.05, h = 0)[1,]

method x LowerLimit UpperLimit LowerAbb UpperAbb ZWI
1 Adj-Wald 130 0.5533672 0.684728 NO NO NO

J

Con una confianza del 95%, la proporcién real de estudiantes satisfechos con su carrera se encuentra
entre 55,34% y 68,47%.

No obstante, debido a su baja precisiéon su uso no es recomendado a menos que se cuente con
muestras lo suficientemente grandes y que np > 5y n(1 — p) > 5. Aunque el intervalo de Wald es

poco preciso, su uso es frecuente y su precisién mejora al realizar la conocida correccion de Yates.

3.2.2. Correccién de Yates

Considerando la Expresién 3.3 propuesta por Wald para un tamafio de muestra n, el intervalo de
confianza de 100(1 — a)% para la proporciéon muestral p, luego de aplicar la correccién de Yates,

viene dado por:
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n 2n

ho(1—p) 1
ﬁi(zg P ( p)+ )

Ejemplo 3.11 Considere los datos del Ejemplo 3.10 y construya e interprete un intervalo de con-
fianza del 95% para la proporcion real de estudiantes satisfechos con la carrera elegida utilizando

la correccion de Yates.

Solucién

> x = 130; n = 210; pl <- x/n

> alpha <- 0.05; alpham <- alpha/2

> E <- gnorm(1 - alpham)*sqrt((pi*(1 - p1)/n))

> c((li =pl - E - 1/(2%n)), (Ls = p1l + E + 1/(2%n)))

[1] 0.5509863 0.6871090

. J

Con una confianza del 95%, la proporcién real de estudiantes satisfechos con su carrera se encuentra

entre 55,1% y 68,71%.

La correccion de Yates para el intervalo de Wald puede obtenerse directamente con ayuda de la
funcién ciCA11x (), utilizando el argumento ¢ = 1/(2*n). Esta correcciéon puede observarse en la

fila 1 de la salida de R.

e w

> # library(proportion) es requerida
> ciCAllx(x = 130, n = 210, alp = 0.05, ¢ = 1/(2%210))[1,]

method x LowerLimit UpperLimit LowerAbb UpperAbb ZWI
1 Wald 130 0.5509863 0.687109 NO NO NO

3.2.3. Intervalos de confianza de Wilson para una proporcion

Sea X una variable aleatoria binomial tal que X ~ Bin(n, P) y que p = X/n es un estimador
insesgado de P. Ademds, para valores “grandes” de n la variable z se comporta, aproximadamente,

como una normal estdndar, cuando:
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La Ecuacién 3.5 indica que:

~l—-« (3.6)

Considerando una de las igualdades en la Ecuacion 3.6 se tiene que:

p— P
—pe=—P (3.7)
2 P(1-P)
n
Al despejar P de la Ecuacién 3.7 se obtiene:
INb ~2
(2+1) P2 (’”’)P+"p =0
Za Za za
5 2 2
Resolviendo para P, se obtiene un intervalo de confianza del 95%, donde:
P+ 23/(n) = 25\ [B(1—p)/n + 24 /(4n?)
li = = 5 - (3.8)
1+2za/n
2
P+ 28/(2n) + 25\ [B(1 = p)/n + 23 /(4n?)
ls = 2 2 (3.9)

1+2%4/n
2

Teorema 3.4 Considere una muestra aleatoria de tamano n de una poblaciéon donde el parametro
P, 0 < P < 1, indica la verdadera proporcion de éxitos de una cierta caracteristica binaria. Sea X
la cantidad de éxitos en la muestra n y p = X/n la proporcién muestral. Entonces un intervalo de

confianza aproximado de (1 — «)100% para P es (li, ls), con:

p23/(2n) = 29, [(1 = p)/n + 25 /(4n?)

li =
! 1+ 2% /n
2

P+ 23/ (2n) + 25\ [D(L—P)/n+ 22/ (402)
1+2%4/n

2

ls =

Este intervalo de confianza es llamado intervalo de confianza de puntaje del (1 — a)100% para la

proporcién P.

77



CAPITULO 3. ESTIMACION POR INTERVALOS

Ejemplo 3.12 Considere los datos del Ejemplo 3.10 y construya e interprete un intervalo de con-
fianza del 95% para la proporcion real de estudiantes satisfechos con la carrera elegida utilizando

el método de Wilson.

Solucién
> x <- 130; n <- 210; p <- x/n
> alpha <- 0.05; alpham <- alpha/2; zalpham <- gnorm(l1 - alpham)
> num_i <- p + zalpham~2/(2*n) - zalpham*sqrt(p*(1 - p)/n + zalpham~2/(4*n"2))
> num_s <- p + zalpham~2/(2*n) + zalpham*sqrt(p*(1 - p)/n + zalpham~2/(4%n"2))
> den <- 1 + zalpham~2/n
> int <- ¢(li <- num_i/den, ls <- num_s/den); int
[1] 0.5517861 0.6820320

Con una confianza del 95%, la proporcién real de estudiantes satisfechos con su carrera se encuentra
entre 55,18% y 68,2%.

El intervalo de confianza de Wilson puede obtenerse en R con ayuda de la funcién prop.test()

indicando el argumento correct = F.

> x <- 130; n <- 210; p <- x/n
> prop.test(x = 130, n = 210, conf.level = 0.95, correct = F,

+ alternative = "two.sided")$conf.int

[1] 0.5517861 0.6820320
attr(,"conf.level")

[1] 0.95

\. J

O bien, puede utilizarse la funcién ciAA11x() indicando el argumentoh = 0. El intervalo de Wilson

puede observarse en la fila 4 de la salida de R que indica el método Adj-Score.

> ciAAllx(x = 130, n = 210, alp = 0.05, h = 0)[4,]

method x LowerLimit UpperLimit LowerAbb UpperAbb ZWI
4 Adj-Score 130 0.5517861  0.682032 NO NO NO

Ejemplo 3.13 En una encuesta realizada a 846 personas sobre la situaciéon econdémica del pafs,
la proporcién de personas que estdn de acuerdo con las medidas adoptadas por el gobierno es

alrededor del 45%. Sea X la cantidad de personas que simpatizan con las medidas del gobierno
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en una muestra de tamano n, construya e interprete un intervalo de confianza del 95% para la
proporcién real de personas que estdn de acuerdo con las medidas econémicas adoptadas por el

gobierno.

Solucién

s a

> n <- 846; pl <- 0.45; alpha <- 0.05; alpham <- alpha/2; x <- 846%0.45

> int <- prop.test(x, n, conf.level=1 - alpha, correct=F)$conf.int

> int

[1] 0.4167775 0.4836745
attr(,"conf.level")

[1] 0.95

\. J

Con una confianza del 95%, la proporcion real de personas que estan de acuerdo con las medidas

econémicas adoptadas por el gobierno se encuentra entre 41,68% y 48,37%.

El intervalo de Wilson también mejora su precision al utilizar la correcion de Yates. Para realizar
esta correccion puede utilizarse la funcion ciCAl1lx() indicando el argumento ¢ = 1/(2*n). El

intervalo ajustado puede observarse en la fila 3 de la salida de R.
Ejemplo 3.14 Considere el Ejemplo 3.12, construya e interprete un intervalo de confianza del 95%
para la proporcién real de estudiantes satisfechos con la carrera elegida utilizando la correccién de

Yates.

Solucién

~ '

> ciCAllx(x = 130, n = 210, alp = 0.05, ¢ = 1/(2%210)) [3,]

method x LowerLimit UpperLimit LowerAbb UpperAbb ZWI
3 Score 130 0.549372 0.6842925 NO NO NO

\. J

1
=

También puede utilizarse la funcién prop.test () indicando el argumento correct

e w

> x <= 130; n <- 210; p <- x/n; alpha = 0.05
> intervalo <- prop.test(x=130, n=210, conf.level=0.95, correct=T)$conf

> intervalo

[1] 0.5493720 0.6842925
attr(,"conf.level")

[1] 0.95
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Con una confianza del 95%, la proporcién real de estudiantes satisfechos con su carrera se encuentra

entre 54,94% y 68,43%.

3.2.4. Intervalo de confianza de Agresti-Coull para una proporcion

La férmula para calcular intervalos de confianza de Wilson puede resultar tediosa, a no ser que
se cuente con un software que facilite la estimacién. Agresti y Coull (1998) proponen una forma

simple de aproximar un intervalo de confianza para P, de la siguiente manera:

Si X expresa el nimero de éxitos en una muestra de tamano n, y sean X=X+ 2, n=n+4y

p = —. Entonces una aproximacién para un intervalo de confianza del (1 — a)100% para P estd

SETCE =] a0

Ejemplo 3.15 Considere los datos del Ejemplo 3.10 y construya e interprete un intervalo de con-

n
dado por:

Cli_o(P) =

fianza del 95% de Agresti-Coull, para la proporcién de estudiantes satisfechos con su carrera.

Solucién

Para este caso p = = 0,6168 donde el intervalo de confianza solicitado es:

214

Solucién

e w

> x <= 130; n <- 210; p1 <- (x +2) / (n + 4)
> alpha <- 0.05; alpham <- alpha/2

> E <- gnorm(1 - alpham)*sqrt(p1*(1 - p1)/(n + 4))
> c((Li =pl - E), (Ls = pl + E))

[1] 0.5516864 0.6819585

J

Con una confianza del 95%, la proporcién real de estudiantes satisfechos con su carrera se encuentra
entre 55,17% y 68,2%.
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3.3. Intervalos de confianza para la varianza de una poblacion

normal

Considere una variable aleatoria X de una poblacién normal tal que X ~ N(ux, agc), de la cual
se toma una muestra aleatoria de tamano n. El intervalo de confianza para ag( estd basado en el

hecho de que:

(n — 1)32 2
2 ~ Xn—1
Ox

Un intervalo de confianza de (1 — «)100% esté dado por:

n—1)s> (n—1)s?
CI_o(0%) = (2 ) : ( - ) (3.11)
Xl—%; n—1 Xe,pn-1

Es importante resaltar que el supuesto de normalidad de la muestra debe ser validado antes de

construir el intervalo.

Ejemplo 3.16 Suponga que para 16 personas el consumo de gasolina del motor de sus vehiculos
muestran una desviacion estandar de 2,2 galones. Suponiendo que el consumo de gasolina se com-
porta normalmente, construya e interprete un intervalo de confianza del 99% para a%o que estime

la verdadera variabilidad del consumo de gasolina de los motores.

Solucién

>n =16; s = 2.2

> alpha <- 0.01; alpham <- alpha/2

> Li <- ((n-1)#*s°2)/qchisq(p = 1 - alpham, df = n - 1)
> Ls <= ((n-1)*s°2)/qchisq(p = alpham, df = n - 1)

> c¢(Li, Ls)

[1] 2.213326 15.779468

Con una confianza del 99%, la variabilidad real en el consumo de combustible del motor estd entre
2,21 y 15,78 galones.

Ejemplo 3.17 Suponga que para un grupo de 30 personas seleccionadas aleatoriamente se obtiene
la desviacién estandar s = 4, 52 respecto a la nota promendio alcanzada en un curso de Estadistica.

Construya e interprete un intervalo de confianza del 96% para la variancia poblacional.
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Solucién

e D

n =30; s =4.52
alpha <- 0.04; alpham <- alpha/2

>

>

> sup <- qchisq(alpham, df = n - 1, lower.tail = T)

> inf <- qchisq(p = 1 - alpham, df = n - 1, lower.tail = T)
>

c(Li <- (n - 1)*s°2/inf, Ls <- (n - 1)*s°2/sup)

[1] 12.68896 38.04181

\ J

Con una confianza del 96%, la variabilidad real de la nota promedio en el curso de Estadistica esta

entre 12,69 y 38,04.

3.4. Intervalos de confianza para el cociente de varianzas de dos

poblaciones normales

Se va a considerar la contruccién de intervalos de confianza para agf / 032,, donde hay dos poblaciones
normales e independientes, N (ux,0%) ¥y N(uy,0%), de las cuales se toman muestras de tamafio
nx y ny, respectivamente. Por lo general, se busca verificar si el 1 se encuentra en el intervalo, lo

que indicaria que las variancias son iguales.

Para construir el intervalo de confianza para agf / a%, se usa un teorema que dice que: si se tienen dos
muestras aleatorias X1, Xo,..., X, ¥y Y1,Y2,...,Y,,, que son tomadas de poblaciones normales

independientes, es decir, X ~ N(ux,0%)y Y ~ N(uy,o0%), entonces la variable aleatoria:

—_—

D) ny—1, nx—1

2
Por lo que el intervalo de confianza del (1 — a)100% para U—;( estd dado por:
o

Y
2 2 2
g S S
X _ X X
CIl—a P = f%, ny—1, nx—1" Tafl—%; ny—1, nx—1" "5 (3'12)
Ty Sy Sy

Donde f%; ny —1, nx—1 representa el 100§ percentil de la distribucién F con ny —1y nx —1 grados

de libertad y fl,%.

)

ny—1, nx—1 representa el 100 (1 — %) percentil de dicha distribucién.
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Ejemplo 3.18 Se realiza un estudio para determinar si los colegios urbanos tenfan mejor rendi-
miento en las pruebas de bachillerato que los colegios rurales. Se decidié comparar el rendimiento en
matematicas para una muestra de 11 colegios urbanos y 5 rurales, suponiendo que las muestras son
independientes y siguen una distribucién normal. La desviacién estdndar para los colegios urbanos
fue de 18 puntos y para los rurales de 11 puntos. Elabore un intervalo de confianza del 95% para

la razon de las variancias de las dos poblaciones.

Solucién

>n_x <- 11; n_y <- 5; s_x <- 18; s_y <- 11; alpha <- 0.05; alpham <- alpha/2
0.025, dfl1 = n_x - 1, df2 T)

> s <-qf(p = 0.975, df1 =n_x - 1, df2 = n_y - 1, lower.tail = T)

> c(Li <- i*(1872/1172), Ls <- s*(1872/11°2))

> i <-qgf(p n_y - 1, lower.tail

[1] 0.5992572 23.6811358

\. J

Con una confianza del 95%, la razén entre las varianzas de las dos poblaciones se encuentra entre
0,6 y 23,68. Como el intervalo incluye al uno, entonces con una confianza del 95%, puede concluirse
que las varianzas de las poblaciones son iguales.

O bien,

~ '

>n_x <- 5; n.y <- 11; s_x <= 11; s_y <- 18; alpha <- 0.05; alpham <- alpha/2
> i <- gf(p = 0.025, df1
> s <- gf(p = 0.975, df1
> c(Li <- i*(s_x"2/s_y~2), Ls <- s*(s_x"2/s_y"2))

nx -1, df2 = n_y - 1, lower.tail = T)

n_x -1, df2 = n_y - 1, lower.tail = T)

[1] 0.0422277 1.6687325

Con una confianza del 95%, la razon entre las varianzas de las dos poblaciones se encuentra entre
0,04 y 1,67. Como el intervalo incluye al uno, entonces con una confianza del 95%, puede concluirse

que las varianzas de las poblaciones son iguales.

Cuando se cuenta con los datos de la muestra, el intervalo de confianza para la razén de varianzas

puede obtenerse directamente en R con ayuda de la funcién var.test ().

Ejemplo 3.19 Se realizé un estudio para determinar si existen diferencias en el rendimiento en el
curso de Estadistica en las universidades publicas y en las universidades privadas. A continuacién,
la Tabla 3.2 presenta las notas promedio en el curso de Estadistica pertenecientes a estudiantes
procedentes de ambos tipos de universidades. Elabore un intervalo de confianza del 97% para la

razon de las variancias de las dos poblaciones.
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Tabla 3.2: Notas del curso de Estadistica segin el tipo de universidad

12 3 4 5 6 7 8 9 10
Puablico 67 60 70 76 40 72 52 51 73 44
Privado 93 82 75 74 45 59 59 94 90 46

Solucién

7

> pub <- c(67, 60, 70, 76, 40, 72, 52, 51, 73, 44)

> pri <- ¢(93, 82, 75, 74, 45, 59, 59, 94, 90, 46)

> n_x <- length(pub); n_y <- length(pri); s_x <- sd(pub); s_y <- sd(pri)
> alpha <- 0.03; alpham <- alpha/2

> i <- qgf(p = 0.015, dfl = n_x - 1, df2
>

>

T)
T)

n.y - 1, lower.tail

s <- qf(p = 0.985, dfl = n_x - 1, df2 = n_y - 1, lower.tail

c(Li <- i*(s_x"2/s_y"2), Ls <- s*(s_x"2/s_y"2))

[1] 0.1032232 2.3122565

Al tener los datos de las variables en estudio, el contraste puede realizarse de forma directa utilizando

la funcion var.test().

> var.test(pub, pri, conf.level = 0.97)$conf.int

[1] 0.1032232 2.3122565
attr(,"conf.level")
[1] 0.97

Con una confianza del 97%, la razén entre las varianzas de las dos poblaciones se encuentra entre
0,1 y 2,31. Como el intervalo incluye al uno, entonces con una confianza del 97%, puede concluirse

que las varianzas de las poblaciones son iguales.

Ejemplo 3.20 Construya un intervalo de confianza del 95% para el cociente de variancias, consi-

derando los datos proporcionados en la Tabla 3.2 del Ejemplo 3.19.
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3.5. Intervalos de confianza para la diferencia de medias de dos

poblaciones

Teorema 3.5 Sean X y Y variables aleatorias tal que X ~ N(ux, 0%) y Y ~ N(uy, o)
entonces:
X =Y ~ N(ux — py, 0% +0%)

Para muestras de tamano nx y ny se tiene que:

3.5.1. Las muestras son independientes con variancias poblacionales conocidas

e iguales

Teorema 3.6 Sean X y Y variables aleatorias tal que X ~ N(ux, 0%)y Y ~ N(uy, 0%), con

ox = oy = o conocida, entonces para muestras de tamano nyx, ny se tiene que:

_ 1 1
X—YNN<MX—M% o <+)>
ny Ny

De esta manera, el error dado en la estimacion de las diferencias estda dado por

Por lo tanto, el intervalo de confianza, dadas estas condiciones, estaria definido por

Cli_o(px — py|lox = oy = o pero conocidas) = [(z —y) — E, (z —y) + E] (3.13)

Ejemplo 3.21 Suponga que se quiere comparar el rendimiento promedio entre dos grupos de un

curso particular. Suponga que el rendimiento en el curso se distribuye normalmente. Para cada
nx ny

grupo se tiene que ox = oy = 3, donde nx = 15, sz =120, ny = 22, Zyi = 184, respectiva-
i=1 i=1

mente. Construya e interprete un intervalo de confianza del 95%, para la diferencia de las medias

poblacionales.
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Solucién

s '

nx = 15; ny = 22; sigma = 3; xbarra = 8; ybarra = 8.40
alpha = 0.05; alpham = alpha/2

zalpham = gqnorm(1 - alpham)
diferencia = (xbarra - ybarra)
E = round(zalpham*sigma*sqrt(1/nx + 1/ny), 2)

c((Li = diferencia - E), (Ls = diferencia + E))

vV vV VvV Vv Vv Vv

[1] -2.37 1.57

Este intevalo puede obtenerse de forma directa utilizando la funcién zsum. test () del paquete BSDA
(Arnholt y Evans, 2017).

~ '

> zsum.test(mean.x = 8, sigma.x = 3, n.x = 15, mean.y = 8.40, sigma.y = 3,

+ n.y = 22, alternative = "two.sided", conf.level = 0.95)$conf.int

[1] -2.368853 1.568853
attr(,"conf.level")

[1] 0.95

Con una confianza del 95%, el intervalo [-2,37, 1,57] contiene la diferencia promedio real en la
nota del curso entre los dos grupos. Como el intervalo incluye al cero, entonces, con una confianza
del 95%, no puede concluirse la existencia de una diferencia en el rendimiento promedio de ambos

grupos.

3.5.2. Muestras independientes con variancias desconocidas, pero que se asu-

men iguales

Es comtin que las variancias poblacionales no se conocen, en cuyo caso se tendria que aplicar el

siguiente teorema:

Teorema 3.7 Sean X; ~ N(ux, 0%), i=1,2,--- ,nx y Yi ~ N(uy, 0%), j =1,2,--- ,ny, dos
muestras aleatorias e independientes con medias y variancias muestrales X, ng, Y, .5’32/, respecti-

vamente. Entonces:

tiene una distribucién ¢t de student con nx + ny — 2 grados de libertad.
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Por lo tanto, una aproximacién para un intervalo de confianza del (1 — a)100% para pux — py esta

dada por:

Clhia(px —py) = (X =Y) £t(2 nyyny 25 nx + ny (3.14)

donde:

g _ [nx— 1)S% + (ny —1)Sy
P nxy +ny — 2

Ejemplo 3.22 Suponga que el nivel de colesterol total en la sangre se distribuye normalmente. En
una investigacién se desea determinar nivel promedio colesterol por region. Para ello se consideran
12 personas que residen en zona urbana y obtiene que el nivel promedio de colesterol, para esta
muestra, es de Z = 215,9 mg/dl con sx = 49,8. Luego considera 16 personas residentes en zona
rural y se obtiene que el nivel de colesterol promedio, para esta muestra, es de § = 211,5 mg/dl
con sy = 49, 1. Construya e interprete un intervalo de confianza del 95% para estimar la diferencia

poblacional.

Solucién

> nx = 12; ny = 16; sx = 49.8; sy = 49.1; xbarra = 215.9
> ybarra = 211.5; alpha = 0.05; alpham = alpha/2

\%

talpham = qt(1 - alpham, nx + ny - 2)

> diferencia = (xbarra - ybarra)

> sp = sqrt(((nx - 1)*sx"2 + (ny - 1)*sy~2)/(nx + ny - 2))
> E = round(talpham#*sp*sqrt(1/nx + 1/ny), 2)
>

c((Li = diferencia - E), (Ls = diferencia + E))

[1] -34.38 43.18

El intervalo de confianza puede obtenerse de manera directa utilizando la funcién TTestA() del

paquete DescTools (Signorell et al., 2021).

s N

> library(DescTools)
> TTestA(mx = 215.9, sx = 49.8, nx = 12, my = 211.5, sy = 49.1, ny = 16,

+ conf.level = 0.95, alternative = "two.sided", var.equal = T)$conf.int

[1] -34.37536 43.17536
attr(,"conf.level")

[1] 0.95
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Con una confianza del 95%, el intervalo [—34,38, 43,18] contiene la diferencia promedio real en el
nivel de colesterol total entre las personas residentes en ambas zonas. Como el intervalo incluye al
cero, entonces, con una confianza del 95%, puede concluirse que no existen diferencias en el nivel

de colesterol total entre las personas residentes en ambas zonas.

Ejemplo 3.23 Suponga que el salario es una variable aleatoria que se distribuye normalmente. Una
persona desea determinar el salario promedio en dos tipos de universidades. Para ello considera que
30 docentes de universidades ptblicas tienen un salario promedio de 750 000 con s = 6360, 4. Luego,
una muestra de 26 docentes de universidades privadas indican un salario promedio de 711 000 con
s = 6275,5. Construya e interprete un intervalo de confianza del 96% para estimar la diferencia

poblacional.

3.5.3. Muestras pareadas o dependientes

En muchas situaciones se tienen muestras aleatorias que no son independientes, pues las observacio-
nes tienen relacién de manera natural o por disefio. A este tipo de muestras también se les conoce

como muestras pareadas.

En estos casos, en los cuales se disena una prueba de diferencia por pares (X;,Y;), para todo
i=1,2,...,n, se tiene como supuesto que la distribucién de esas diferencias es normal, es decir, si
D = (X;-Y7, Xo—Y5,...) denota las diferencias de la poblacién y d = (x1—y1,22—Y2,- -, Tn—Yn)

denota las diferencias muestrales, entonces D ~ N(up = ux — py, a%)) y
SD
Vn

tiene una distribucién ¢t de student con n — 1 grados de libertad.

Un intervalo de confianza para pup, cuando op es desconocida, estd dado por:

)= |a sp g s
Ch_o(px — py = pip) = d_t%,nfl\/ﬁad_"t%,nfl\/ﬁ (3.15)
Este intervalo puede construirse directamente en R utilizando la funcién t.test() indicanco el

argumento paired = T.

Ejemplo 3.24 Se realiza un experimento para medir el gasto caldrico en personas entrenadas,
después de una sesién de pesas en circuito y con descanso. Suponga que las diferencias entre
ambas poblaciones, se distribuyen aproximadamente normal. Los datos se resumen en la Tabla
3.3. Construya e interprete un intervalo de confianza del 95% para la diferencia de las medias

poblacionales.
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Tabla 3.3: Experimento de gasto calérico con personas entrenadas segin tipo de ejercicio.

1 2 3 4 5 6
Circuito 106 98 123 97 88 95
Descanso 102 94 118 91 83 90

Solucién

s N

> circuito <- ¢(106,98,123,97,88,95)
> descanso <- ¢(102,94,118,91,83,90)

> t.test(x = circuito, y = descanso, paired = T, conf.level = 0.98)$conf.int

[1] 3.799229 5.867437
attr(,"conf.level")

[1] 0.98

. J

Con una confianza del 98%, el intervalo [3,8, 5,87] contiene la diferencia promedio real en el
gasto caldrico promedio en ambas rutinas. Como el intervalo no incluye al cero, entonces, con una
confianza del 98%, puede concluirse que existen diferencias en el gasto caldérico promedio en ambas

rutinas. Es decir, el gasto calérico es mayor en la rutina de circuito.

Ejemplo 3.25 Un docente realiza una prueba diagndstica a sus 10 estudiantes del curso de in-
ferencia estadistica al inicio del ciclo. Posteriormente, el iltimo dia de clases aplica otra prueba
equivalente a la primera (no es la misma, pero si muy similar) con el objetivo de verificar si el estu-
diantado mejord sus conocimientos de estadistica descriptiva, luego de llevar el curso de inferencia.
Suponga que la nota en las pruebas son aproximadamente normales. Los datos se resumen en la
Tabla 3.4. Construya e interprete un intervalo de confianza del 98% para la diferencia de las medias

poblacionales.

Tabla 3.4: Notas en las pruebas de diagndstico iniciales y finales en el curso de inferencia estadistica

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
P. inicial 40 73 56 87 88 23 63 77 80 85
P. final 45 68 70 93 79 35 B9 72 T4 91
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Solucién

~ '

> inicial <- c¢(40,73,56,87,88,23,63,77,80,85)
> final <- ¢(45,68,70,93,79,35,59,72,74,91)

> t.test(x = inicial, y = final, paired = T, conf.level = 0.98)$conf.int

[1] -8.687349 §5.887349
attr(,"conf.level")

[1] 0.98

3.6. Intervalo de confianza para la diferencia de dos proporciones

En muchas ocasiones es necesario estimar la diferencia entre dos parametros binomiales Px y Py,
basados en muestras aleatorias independientes de tamanos nx y ny. Si el nimero de éxitos en las
muestras son x e y respectivamente, entonces, las proporciones muestrales estan dadas por px y

Py v es posible verificar que:

a) E(px —py) =Px — Py

Px(1-Px) , Py(l-Fy)
nx ny

b) VCLT(ﬁX —ﬁy) =

De esta manera, el siguiente teorema garantiza un procedimiento para aproximar intervalos de
confianza para la diferencia de proporciones.
x
Teorema 3.8 Sean X ~ Bin(nx, Px)y Y ~ Bin(ny, Py), con px = — y py = Y Para ny
nx ny
y ny suficientemente grandes, se tiene que un intervalo de confianza aproximado del (1 — «)100%

para Px — Py estd dado por:

T
Cli—o(Px — Py) = px — py + 2= \/ Pl —px) , Pr(0—pv) (3.16)
nx ny

Ejemplo 3.26 Una muestra de 631 estudiantes residentes en zona urbana revelé que 475 estan
de acuerdo con el pago electrénico en el transporte ptblico del pais. Por su parte, en una muestra
de 677 estudiantes residentes de zona rural, 424 indicaron estar de acuerdo con esta iniciativa.
Construya e interprete un intervalo de confianza del 95%, para la diferencia de las proporciones de

estudiantes que estan de acuerdo con la medida en ambas poblaciones.
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Solucién

s '

> x <= 475; y <- 424; nx <- 631; ny <- 677

> px <- x/nx; py <- y/ny;

> alpha <- 0.05; alpham <- alpha/2

> E <- gnorm(1 - alpham)*sqrt ((px*(1-px)/nx)+(py*(1-py)/ny))
> diferencia <- px - py

> ¢((Li = diferencia - E), (Ls = diferencia + E))

[1] 0.07687197 0.17608985

Con una confianza del 95%, la diferencia real de las proporciones de estudiantes que estidn de
acuerdo con el pago electrénico en ambas poblaciones estd entre 7,69% y 17,61%. Como el intervalo
no incluye al cero, entonces, con una confianza del 95%, puede concluirse que existe diferencia en
la proporcién real de estudiantes que estan de acuerdo con la implementacién del pago electrénico
en ambas poblaciones. Es decir, la poblacién rural tiene mayor aceptaciéon por la implementacién

de dicho servicio.

El intervalo de confianza para la diferencia de proporciones puede obtenerse en R por medio de la

funcién prop.test ()

> x <= 475; y <- 424; nx <- 631; ny <- 677
> intervalo <- prop.test(c(x, y), c(nx, ny), correct = F)$conf;

> intervalo

[1] 0.07687197 0.17608985
attr(,"conf.level")

[1] 0.95

Por otra parte, Agresti y Caffo (2000) proponen la siguiente aproximacién para intervalos de con-

fianza para la diferencia de proporciones:

o px(1—px)  py(l—p
C'Il_a(PX—Py):pX—pyizg\/pX(N px) , by = by) (3.17)
nx ny

donde p; = parai=1,2.

i

Ejemplo 3.27 Utilice la aproximacion de Agresti y Caffo y construya e interprete un intervalo de
confianza del 95%, para la diferencia de las proporciones de estudiantes que estan de acuerdo con

el pago electrénico en ambas poblaciones segtin los datos del Ejemplo 3.26.
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Solucién
> x <- 475 + 1; y <- 424 + 1; nx <- 631 + 2; ny <- 677 + 2
> px <- x/nx; py <- y/ny;
> alpha <- 0.05; alpham <- alpha/2
> E <- gnorm(1 - alpham)*sqrt ((px*(1-px)/nx)+(py*(1-py)/ny))
> diferencia <- px - py
> ¢((Li = diferencia - E), (Ls = diferencia + E))
[1] 0.07649083 0.17561767

O bien,

7

> x <- 475 + 1; y <- 424 + 1; nx <- 631 + 2; ny <- 677 + 2
> intervalo <- prop.test(c(x, y), c(nx, ny), correct = F)$conf

> intervalo

[1] 0.07649083 0.17561767
attr(,"conf.level")

[1] 0.95

J

Con una confianza del 95%, la diferencia real de las proporciones de estudiantes que estan de
acuerdo con el pago electrénico en ambas poblaciones estd entre 7,65% y 17,56%. Como el intervalo
no incluye al cero, entonces, con una confianza del 95%, puede concluirse que existe diferencia en
la proporcion real de estudiantes que estan de acuerdo con la implementacién del pago electrénico
en ambas poblaciones. Es decir, la poblacién rural tiene mayor aceptaciéon por la implementacién

de dicho servicio.
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Capitulo 4







Contraste de hipétesis con base en una muestra

4.1. Generalidades para una prueba de hipdtesis

Los problemas de estimacién estadistica tienen la finalidad de aproximar un parametro poblacional a
través de los datos revelados por una muestra. Aunque no se tenga idea del valor real del parametro,
usualmente se trata de indagar lo mas que se pueda. Es por ello que, cuando se logra tener alguna
idea acerca de este valor, se plantea una proposicién que permita contrastarlo con ayuda de la
informacién muestral que se posee. En este procedimiento se plantean dos ideas o proposiciones, la
que propone la persona que realiza la investigacién y la negacién de la proposicion planteada. Estas
proposiciones que se establecen respecto a uno o varios parametros poblacionales se denominan
hipotesis. Ambas hipdtesis plantean afirmaciones relacionadas con el pardametro en estudio y lo que
se busca es verificar cudl de ellas presenta la afirmacién correcta, para ello se recurre a los datos

revelados por una muestra.

De esta manera la hipétesis que plantea una igualdad y en consideraciéon es sometida a prueba,
recibe el nombre de hipétesis nula y se denota por Hy, mientras que la que plantea una negacién
de la hipotesis nula se denomina hipétesis alternativa, la cual se denota por Hjp. La hipotesis
alternativa constituye un planteamiento complementario a lo planteado en alternativa Hy y en
consecuencia, representa la afirmacion que se considera aceptable en caso de que la informacion
muestral revele que la hipétesis nula no sea considerada como verdadera. Dado un parametro 6,

existen tres formas distintas de plantear un contraste de hipdtesis:

Tabla 4.1: Contraste de hipétesis para un pardmetro 6

Hipdtesis Nula  Hipétesis Alternativa

Hy: 0 =06 Hy:0+# 6
H010290 H119<90
Hy: 0 <6 Hi:0 >0
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Ejemplo 4.1 Autoridades de educacién han indicado que la nota promedio en el examen de bachi-
llerato en matematica podria ser menor a 60. Si esta afirmacion puede sustentarse estadisticamente,
se pondra en marcha un plan de ajuste que permita aumentar dicho valor medio. Plantee las hipé-

tesis del problema en términos matemaéticos asi como del contexto del problema.

Solucion

Dado que la afirmacién de que la nota promedio en el examen de bachillerato en matematica podria
ser menor a 60, esta se considera la hipdtesis alternativa, de esta forma, las hipétesis del problema

se plantean como sigue:
Hy : 1 > 60: La nota promedio real en el examen de bachillerato en matematica es al menos 60.

H; : p < 60: La nota promedio real en el examen de bachillerato en matematica es significativamente

menor a 60.

Definicion 4.1 Region de rechazo

Dado un contraste de hipdtesis, la regién de rechazo es aquella que establece el conjunto de valores

para los cuales la hipétesis nula debe ser rechazada.

Definicion 4.2 Valores criticos

Dado un contraste de hipétesis, los valores criticos son aquellos que delimitan la regién que se

establece para considerar el rechazo de la hipétesis nula.

Definicion 4.3 Estadistico de prueba

Dado un contraste de hipédtesis, el estadistico de prueba es un valor sobre el cual, la decisién de
rechazar o no la hipétesis nula se fundamenta. El estadistico de prueba se obtiene a partir de los

datos de la muestra.

4.1.1. Errores en el proceso de contraste

Cuando se realiza un procedimiento de prueba de hipétesis puede ocurrir que la hipdtesis nula
sea rechazada cuando en realidad es verdadera, o bien, se acepte cuando debié rechazarse. Ambas
situaciones indican la presencia de un error. Estos errores en el contraste de hipdtesis se denominan

error tipo I y error tipo II.

Definicion 4.4 Error tipo I

Dado un contraste de hipétesis, se comete error tipo I cuando se rechaza la hipdtesis nula dado que
ella es verdadera. La probabilidad de cometer el error tipo I se llama nivel de significancia de la

prueba y se denota con la letra «, donde:
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a = P(rechazar Hy|Hy es verdadera)

Ejemplo 4.2 Considere la hipétesis nula de que la nota promedio del examen de bachillerato en
matematica es igual a 60 y asuma que la nota sigue una distribucién normal con ¢ = 6. La hipdtesis

alternativa afirma que la nota del examen es significativamente diferente a 60.

a) Determine el error tipo I para una muestra de n = 9, si la hip6tesis nula es rechazada cuando

la nota promedio es menor a 56 o mayor a 64.

b) Encuentre la probabilidad de cometer el error tipo I para una muestra de n = 36, si la hipdtesis

nula es rechazada cuando la nota promedio es menor a 58 o mayor a 62.

Solucién

Parte a)

a = P(rechazar Hy|H es verdadera)

= P(z<56 V I>64] puy=60)

> p1 <- pnorm(q = 56, mean = 60, sd = 6/sqrt(9))
> p2 <- 1 - pnorm(q = 64, mean = 60, sd = 6/sqrt(9))
> alpha = pl + p2; alpha

[1] 0.04550026

Definicién 4.5 Error tipo II

Dado un contraste de hipdtesis, se comete error tipo II cuando no se rechaza la hipdtesis nula dado

que ella es falsa. La probabilidad de cometer el error tipo II se denota con la letra 3, donde:

B =P (no rechazar Hy|Hj es falsa)

Ejemplo 4.3 Considere los datos del Ejemplo 4.2 parte a) y determine el error tipo II cuando la

verdadera nota promedio es 55.

Solucién

De acuerdo con los datos del Ejemplo 4.2, 5 =P(56 < & < 64 | u = 55). Es decir:
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55, sd = 6/sqrt(9))

6/sqrt(9))

> pl <- pnorm(q = 56, mean

> p2 <- pnorm(q = 64, mean = 55, sd
> betal <- p2 - pl; betal

[1] 0.3085341

Ejemplo 4.4 Las personas asistentes a una oficina bancaria afirman que el tiempo promedio de
atencion al cliente es de al menos 25 minutos con desviacién estandar de 2,8 minutos. Para analizar
dicha afirmacion se recolecté informacién de una muestra de 30 personas, la cual se presenta en la
Tabla 4.2.

Tabla 4.2: Tiempo de atencion al cliente

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 21 21 25 23 20 25 22 21 25 22
2 22 22 21 24 20 24 24 20 24 21
3 23 24 22 24 21 23 21 19 23 20

a) Plantee las hipdtesis del problema en términos estadisticos y del contexto.
b) Interprete en términos del problema los errores tipo I y tipo II.

c¢) (Cudl es la probabilidad de cometer el error tipo II, si la hipétesis nula se rechaza si el tiempo

de atencién promedio muestral es menor a 23 cuando el verdadero valor es de 22 minutos?

Solucién
Parte a)
Hy : 1 > 25: El tiempo promedio real de atencion al cliente es de al menos 25 minutos.

Hy : p < 25: El tiempo promedio real de atencién al cliente es significativamente menor a 25

minutos.
Parte b)

Error tipo I: Decir que el tiempo promedio real de atencion al cliente es significativamente menor

a 25 minutos cuando en realidad no lo es.

Error tipo II: Decir que el tiempo promedio real de atencion al cliente es de al menos 25 minutos

cuando en realidad es significativamente menor.

Parte b)
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B = [P(error tipo II)

= P(no rechazar Hy|H es falsa)

= P(z>23|p=22)

v

tiempo <- ¢(21,22,23,21,22,24,25,21,22,23,24,24,20,20,21,
25,24,23,22,24,21,21,20,19,25,24,23,22,21,20)

+

> mu <- 22; n <- length(tiempo); sigma <- 2.8
> beta <- 1 - pnorm(23, mean = mu, sd = sigma/sqrt(n))
> beta

[1] 0.02522363

4.1.2. Potencia de Prueba

Definicion 4.6 Se llama potencia de prueba de un contraste de hipétesis a la probabilidad de

rechazar la hipétesis nula cuando en verdad es falsa.

Es decir, dada una hipdtesis alternativa compuesta por Hy : 0 € ©1, la funcién potencia de prueba,

denotada por Potencia(f), estd dada por:

Potencia(f) = P(rechazar Hy|Hy es falsa) = 1 — 3(6)

Donde 5(6) es la probabilidad de cometer error tipo II, dado 6.

En otras palabras, la potencia de prueba se puede interpretar como la probabilidad de que el
contraste detecte una diferencia, que en realidad existe. Note que Potencia(f) es una funcién del
parametro 6, el cual tiene un valor en el subespacio paramétrico ©1 de la hipdtesis alternativa

(0 € ©1). Cada hipdtesis alternativa simple deberfa tener una potencia para el valor de 6.

Ejemplo 4.5 Considere los datos del Ejemplo 4.4 y determine la potencia de la prueba.

> potencia <- 1 - beta; potencia

[1] 0.9747764

Cuando la hipétesis nula es simple, § = 6, la potencia de prueba en g es equivalente al nivel de

significancia, es decir, Potencia(6y) = .
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Ejemplo 4.6 Considere los datos del Ejemplo 4.2 parte a) y verifique que la potencia de la prueba

es igual al nivel de significancia cuando la verdadera nota promedio es 60.

Solucién

e 1

> significancia <- alpha

6/sqrt(9))
6/sqrt(9))

> p1 <- pnorm(q = 64, mean = 60, sd

> p2 <- pnorm(q = 56, mean = 60, sd
> betal <- pl1 - p2

> potencial <- 1 - betal; potencial

[1] 0.04550026

4.1.3. Valor p

Muchas personas se oponen a establecer a priori el nivel de significancia cuando prueban una
hipétesis. En su lugar, prefieren tomar sus decisiones al rechazar o no rechazar la hipétesis nula,

basados en el valor p.

Definicion 4.7 Valor p

El valor p (pvalue) puede considerarse como la probabilidad, bajo un modelo estadistico especifi-
cado, de que un estadistico que resume alguna caracteristica de los datos (por ejemplo, la diferencia
de las medias al comparar dos grupos) sea igual o mas extrema que su valor observado en la muestra

(Wasserstein y Lazar, 2016).

Si se consideran valores de un estadistico de prueba s observados a partir de una muestra aleatoria,

el calculo del respectivo valor p para el contraste de hipdtesis, se resume en la Tabla 4.3.

Tabla 4.3: Célculo del valor p para distribuciones continuas

Hipétesis
Valor p
Alternativa

Hy:0#0y 2P(S > |sobs| | Ho)
Hy:0 > 6 P(S > |Sobs’ | HO)
H : 0 < 90 P(S > ‘Sobs’ ‘ HO)

Es importante notar que el valor p no se ajusta a priori, pero si es determinado después de que

la muestra ha sido tomada. Un valor bajo del valor p indica que las diferencias observadas tan
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grandes o mas grandes que las encontradas en la muestra son raras, por lo que no ocurren con
mucha probabilidad. Un valor p, pequeno, permite apoyar H;, pero se debe tener presente el nivel

de significancia «, pues Hy se rechaza si el valor p < a.

4.2. Contraste de hipdtesis para la media poblacional de una dis-

tribucién normal

Segun se indica en la Tabla 4.1, una hipdtesis relacionada con la media poblacional 1 puede plan-
tearse de tres formas distintas, considerando a pg para denotar el valor nulo de la media se tiene

que:

Tabla 4.4: Contraste de hipétesis sobre la media de una poblacién

H. Nula H. Alternativa Tipo de prueba

Hy: = o Hy:p# o De dos colas

Ho:p < o Hyp> o De cola derecha

Ho:p > o Hytp < po De cola izquierda

4.2.1. Contraste de hipdtesis para la media poblacional de una distribucién

normal con variancia poblacional conocida

Si una variable aleatoria X se distribuye normalmente con media p y desviacién estandar o cono-
cida, entonces para una muestra de tamano n la region de rechazo para cada contraste de hipdtesis

para la media poblacional u sefialada en la Tabla 4.4 se establece de la siguiente manera:

Tabla 4.5: Regién de rechazo para el contraste de hipétesis sobre la media de una poblacién con o conocida

H. Nula H. Alternativa Regién de rechazo

_ o, _ o
Ho:p=po Hy:p# o $<M0—2g'% 6 $>Mo+zg'ﬁ

Kl

Ho : pp < o Hy:p>po > po + 2o

Sl

Kl

Ho : pp > o Hy:p<po < o — Za

EA
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Ejemplo 4.7 Considere la informacién del Ejemplo 4.2 que plantea la hipdtesis nula de que la
nota promedio del examen de bachillerato en matematica es igual a 60 y asuma que la nota sigue
una distribuciéon normal con ¢ = 6. Plantee la zona de rechazo para el contraste considerando una

muestra de tamano 49 y un nivel de significancia de 5% y represéntela graficamente.

Solucién

En este caso la hipdtesis alternativa se plantea por: Hy : u # 60. A su vez, la hipdtesis nula se

. o, _ o
rechaza51x<uo—z%‘— 0 T>po+ze-—.

vn Vn

e 1

alpha <- 0.05; alpham <- alpha/2; mu <- 60; sigma <- 6; n <- 49

zalpham <- qnorm(l - alpham)
lirechazo <- mu - zalpham*sigma/sqrt(n);

lsrechazo <- mu + zalpham*sigma/sqrt(n);

vV VvV VvV Vv Vv

c(lirechazo, lsrechazo)

[1] 58.32003 61.67997

\. J

La hipétesis nula se rechaza si & < 58,32 6 ¥ > 61,68.

Graficamente, la regién anterior se representa de la siguiente manera:

0.4 1

0.3 1

()

0.21

0.1

0.01

x|

Figura 4.1: Regién de rechazo para Hy : 4t # 60, 0 =6 y n =49

Fuente: Elaboracién propia

Por otro lado,
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es una variable aleatoria tal que Z ~ N(0, 1). El estadistico de prueba para llevar a cabo el
contraste de hipdtesis para la media de una poblacion que se distribuye normalmente con variancia

poblacional conocida se denota por z. y se define por

De esta manera, la regién de rechazo para la hipétesis nula segiin lo planteado en la Tabla 4.4 queda

definida de la siguiente manera:

Tabla 4.6: Regién de rechazo para el contraste de hipétesis sobre la media de una poblacién con o conocida

H. Nula H. Alternativa Regién de rechazo

Ho : p=po Hy oz # o Ze<—zg O Ze>zg
Hy:p < g Hy:p> o Ze > Za

Ho:p = po Hy:p < po Ze < —Za

Ejemplo 4.8 Considere los datos del Ejemplo 4.4.

a) Platee las hipdtesis del problema en términos estadisticos y en términos del problema.

b) Contraste la hipdtesis que el tiempo promedio de atencién al cliente es de al menos 25 minutos

considerando el estadistico de prueba.

c¢) Contraste la hipdtesis que el tiempo promedio de atencién al cliente es de al menos 25 minutos

haciendo uso del valor p.

Solucion

a) Las hipdtesis del problema son:
Hy : p > 25: El tiempo promedio real de atencion al cliente es de al menos 25 minutos.
Hy : p < 25: El tiempo promedio real de atencion al cliente es significativamente menor a 25

minutos.

b) Considerando el estadistico de prueba, la hip6tesis nula se rechaza si z < —z,.
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tiempo <- c(21,22,23,21,22,24,25,21,22,23,24,24,20,20,21,
25,24,23,22,24,21,21,20,19,25,24,23,22,21,20)

alpha <- 0.05; sigma <- 2.8; n <- length(tiempo); mu <- 25

xbarra <- mean(tiempo)

z <- (xbarra - mu)/(sigma/sqrt(n))

zalpha <- gnorm(1 - alpha)

c(11 <- -zalpha, z)

vV vV VvV VvV Vv + VvV

[1] -1.644854 -5.412021

Gréaficamente,

0.41

0.31

0.01

-541 -4.00 -1.64  0.00 1.64 4.00
Z

Figura 4.2: Regién de rechazo utilizando z para Hy : p <25y n =30

Fuente: Elaboracién propia

Como —5,41 < —1,64, es decir, —5,41 esta en zona de rechazo. Existen evidencias, al nivel del
5%, de que el tiempo promedio real de atencién al cliente es significativamente menor a 25

minutos.

Cuando se cuenta con los datos de la muestra, este tipo de contraste de hipotesis puede realizarse

en R con ayuda de la funcién ZTest () del paquete DescTools
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> library(DescTools)

> alpha <- 0.05; sigma <- 2.8; n <- 30; mu <- 25
> zalpha <- gnorm(l1 - alpha)
>

z <- ZTest(tiempo, mu = mu, alternative = "less", sd_pop = signma,
+ conf.level = 1 - alpha)$statistic
> c(zalpha, z)
Z
1.644854 -5.412021
c¢) Si se considera el valor p, el procedimiento seria de la siguiente forma:
> p <~ 1 - pnorm(abs(z)); p
z
3.115877e-08
Utilizando la funcién ZTest () el procedimiento seria el siguiente:
> p <- ZTest(tiempo, mu = mu, alternative = "less", sd_pop = sigma,

+ conf.level = 1 - alpha)$p.value; p

[1] 3.115877e-08

\. J

Como 0 < 0,05, puede concluirse que existen evidencias, al nivel del 5%, de que el tiempo

promedio real de atencion al cliente es significativamente menor a 25 minutos.

Ejemplo 4.9 Considere los datos del Ejemplo 4.4 y determine la potencia de la prueba conside-

rando que el verdadero valor promedio es de 23 minutos.

Solucion

Considérese inicialmente que la regién de rechazo para este contraste estd dada para valores de &
N

> alpha <- 0.05; sigma <- 2.8; n <- 30; mu <- 25

tales que T < pu — zq -

> zalpha <- gnorm(1 - alpha)

> rechazo <- mu - zalpha*sigma/sqrt(n); rechazo

[1] 24.15914
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La hipétesis nula se rechaza si £ < 24,16, por lo tanto, la potencia de prueba estd dada por
B =P < 24,16 | u = 23).

> potencia <- pnorm(24.15914, mean = 23, sd = 2.8/sqrt(30)); potencia

[1] 0.9883187

Ejemplo 4.10 En una compania de aviacién indican que el peso promedio de un determinado
articulo es de 60 kilogramos con desviacién estandar de 4,8 kilogramos. Contraste la afirmacion
anterior considerando que el peso se distribuye de manera normal y una muestra de 30 articulos

revel6 la informacién de la Tabla 4.7. Utilice un nivel de significancia de 5%.

Tabla 4.7: Peso de un articulo determinado

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 59 54 72 65 60 60 60 61 61 63
2 64 60 56 73 65 66 66 66 69 69
3 70 64 60 56 56 56 58 59 59 59

Solucién
Hy : p = 60: El peso promedio real del articulo determinado es igual a 60 kilogramos.

Hy : u # 60: El peso promedio real del articulo determinado es significativamente diferente a 60

kilogramos.

Considerando el método del valor p, el contraste se resuelve de la siguiente manera:

e N

> alpha <- 0.05; sigma <- 4.8; n <- 30; mu = 60
> peso <- c(59,64,70,54,60,64,72,56,60,65,73,56,60,65,56,

+ 60,66,56,60,66,58,61,66,59,61,69,59,63,69,59)
> p <- ZTest(peso, mu = mu, alternative = "two.sided", sd_pop = sigma,
+ conf.level = 1 - alpha)$p.value; p

[1] 0.01205962

\. J

Como 0,0121 < 0,05, existen evidencias, al nivel del 5%, de que el peso del articulo determinado es

significativamente diferente a 60 kilogramos.

S]]

Considerando que la region de rechazo esta definida por T < pg — za - 0T > po+zg - T, el
n

=L

contraste puede resolverse de la siguiente manera:
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alpham <- alpha/2; xbarra <- mean(peso)
zalpham <- gnorm(1 - alpham)
lirechazo <- mu - zalpham*sigma/sqrt(n)

lsrechazo <- mu + zalpham*sigma/sqrt (n)

vV VvV Vv Vv Vv

c(lirechazo, lsrechazo, xbarra)

[1] 58.28237 61.71763 62.20000

Gréficamente, la regiéon de rechazo se muestra en la Figura 4.3

~ a

0.4

0.31

0.2 1

0.1

0.0

56.0 583 60.0 61.7 62.2 64.0
X

Figura 4.3: Regién de rechazo para Hy # 60, 0 = 4,8 y n = 30

Fuente: Elaboracién propia

\. J

Como 62,2 > 61,72, es decir, 62,2 esté en zona de rechazo. Existen evidencias, al nivel del 5%, de que

el peso promedio real de un determinado articulo es significativamente diferente a 60 kilogramos.

O bien, la solucién podria plantearse considerando el estadistico de prueba, sabiendo que la hipétesis

nula se rechaza si z < —Zg 02> za. El estadistico de prueba esta dado por:

alpha <- 0.05; alpham <- alpha/2; sigma <- 4.8; n <- 30; mu = 60
xbarra <- mean(peso)

z <- (xbarra - mu)/(sigma/sqrt(n))

zalpham <- gnorm(1 - alpham)

vV VvV Vv Vv Vv

c(11 <- -zalpham, 12 <- zalpham, z)

[1] -1.959964 1.959964 2.510395
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Como 2,51 > 1,96, es decir, 2,51 estd en zona de rechazo. Existen evidencias, al nivel del 5%, de que

el peso promedio real de un determinado articulo es significativamente diferente a 60 kilogramos.

Ejemplo 4.11 En una empresa de alta tecnologia se afirmé que el tiempo promedio que las per-
sonas colaboradoras demoraban en tomar el café de la tarde era a lo sumo 32,6 minutos con una
desviacion estandar poblacional de 6,1 minutos. Si una muestra aleatoria de 36 personas reveld la
informacién presentada en la Tabla 4.8, puede decirse con un nivel de significancia del 2% que las

personas colaboradoras de la empresa tardan mas de 32,6 minutos en su café de la tarde.

Tabla 4.8: Tiempo de demora en tomar el café

1 2 3 4 5 6 7 8 9
31 32 33 31 32 34 35 31 32
34 34 30 30 31 35 34 33 29
28 29 30 29 35 34 33 32 31
29 30 33 33 30 33 28 30 32

=W NN =

Solucién

Hy : p < 32,6: El tiempo promedio real que tardan las personas colaboradoras de la empresa en

tomar el café de la tarde es a lo sumo 32,6 minutos.

Hy : p > 32,6: El tiempo promedio real que tardan las personas colaboradoras de la empresa en

tomar el café de la tarde es significativamente mayor a 32,6 minutos.

- )

> tiempo <- ¢(31,32,33,31,32,34,35,31,32,33,34,34,30,30,31,

+ 35,34,33,29,28,28,29,30,29,35,34,33,32,31, 30,

+ 29,30,33,33,30,32)

> alpha <- 0.02; sigma <- 6.1; n <- 36; mu = 32.6

> p <- ZTest(tiempo, mu = mu, alternative = "two.sided", sd_pop = sigma,
+ conf.level = 1 - alpha)$p.value; p

[1] 0.3586017

Como 0,3586 > 0,02, no existen evidencias, al nivel del 2%, para decir que el tiempo promedio real
que tardan las personas colaboradoras de la empresa en tomar el café de la tarde es significativa-

mente mayor a 32,6 minutos.

Considerando el estadistico de prueba, la hipdtesis nula se rechaza si z > z,. El estadistico de

prueba esta dado por:
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> z <- ZTest(tiempo, mu = mu, alternative = "two.sided", sd_pop = sigma,
+ conf.level = 1 - alpha)$statistic

> zalpha <- gnorm(l - alpha)

> ¢(12 <- zalpha, z)

z

2.0537489 -0.9180328

\. J

Como —0,92 < 2,05, es decir, —0,92 esta en zona de no rechazo. No existen evidencias, al nivel del
2%, para decir que el tiempo promedio real que tardan las personas colaboradoras de la empresa

en tomar el café de la tarde es significativamente mayor a 32,6 minutos.

4.2.2. Contraste de hipotesis para la media poblacional de una distribucion

normal con variancia poblacional desconocida

Si una variable aleatoria X se distribuye normalmente con media p y desviaciéon estdndar o des-
conocida, entonces para una muestra de tamano n la regéon de rechazo para cada contraste de

hipétesis para la media poblacional u senalada en la Tabla 4.4 se establece de la siguiente manera:

Tabla 4.9: Region de rechazo para el contraste de hipotesis sobre la media de una poblacién con ¢ desco-

nocida

Nula Alternativa Region de rechazo

_ S L, S
Ho:p=po Hi:p#po $<Mo—tﬁn—1‘% 6 T>potte po1-—=

2

B

I

Ho:p<po Hi:p>po > po +ta, n—1-

=k

&I

Ho:p>po Hy:p<po >/~L0_ta,n—1'%

Por otro lado, el estadistico de prueba para llevar a cabo el contraste de hipdtesis para la media de
una poblacion que se distribuye normalmente con variancia poblacional desconocida estd dado por

t, donde

Considerando que T' ~ T,,_1, la regién de rechazo para la hipétesis nula de la Tabla 4.4 queda

definida de la siguiente manera:
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Tabla 4.10: Region de rechazo para el contraste de hipétesis sobre la media de una poblacién con o conocida

Nula Alternativa Regién de rechazo

Hy:p=po Hi:p#Fpo t<—tg, 1 0 t>ts
Ho:p<po Hi:p>po t>ta,n-1

Hy:p>po Hy:p<po t < —ta,n-1

Ejemplo 4.12 Una muestra aleatoria de tamano 25 es tomada de una poblacién normal, tal que
X ~ N(ux, ox),donde z =4y s = 2,89.

a) Pruebe la hipétesis nula de que Hy : u = 2,5 versus, H; : p # 2,5, con un nivel de significancia
de 0,05.

b) Calcule la potencia de prueba para p; = 4, asumiendo que o = 2, 5.

Solucién

a) Considerando el estadistico de prueba, la hipdtesis nula se rechaza si t < —te p_10t>ta .

El estadistico de prueba estd dado por:

e w

> alpha <- 0.05; alpham <- alpha /2; n <- 25; mu = 2.5; xbarra <- 4; s <- 2.89;
> t <- (xbarra - mu)/(s/sqrt(n))

> talpham <- qt(1 - alpham, n - 1)

> ¢(11 <- -talpham, 12 <- talpham, t)

[1] -2.063899 2.063899 2.595156

El valor de ¢ también puede obtenerse utilizando la funcion TTestA().

e w

> TTestA(mx = 4, sx = 2.89, nx = 25, alternative = "two.sided",

+ mu = 2.5, var.equal = T)$statistic

t
2.595156

\. J

Como 2,6 > 2,06, es decir, 2,6 estd en zona de rechazo. Por lo tanto, existen evidencias, al nivel del

5%, para decir que el promedio real es significativamente distinto de 2,5.
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. . . T . S
Por otro lado, si se considera la regién de rechazo, la hipétesis nula se rechaza si z < g —ten-1"—=

Jn
_ S
oxr > /J:(]_‘_t%’n_l . %

> alpha <- 0.05; n <- 25; mu = 2.5; xbarra <- 4; s <- 2.89; alpham <- alpha/2

> lirechazo <- mu - talpham*s/sqrt(n)
> lsrechazo <- mu + talpham*s/sqrt(n)

> c(lirechazo, lsrechazo, xbarra)

[1] 1.307067 3.692933 4.000000

Graficamente,
0.6
0.4
=
0.2-
0.0
0.00 131 2.50 3.69 4.00 5.00
X

Se tiene que 4 > 3,69, es decir, 4 estd en zona de rechazo. Por lo tanto, existen evidencias, al nivel

del 5%, para decir que el promedio real es significativamente distinto de 2,5.

b) El valor de la potencia de prueba se tiene a continuacién:

> sigma <- 2.5

> lirechazo <- mu - talpham*s/sqrt(n)

> lsrechazo <- mu + talpham*s/sqrt(n)

> pl <- pnorm(lirechazo, mean = 4, sd = sigma/sqrt(n))

> p2 <- 1 - pnorm(lsrechazo, mean = 4, sd = sigma/sqrt(n))
> potencia <- pl + p2; potencia

[1] 0.7304364

Si se consideran valores del estadistico ¢t observado a partir de los datos de una muestra aleatoria,

el calculo del respectivo valor p para el contraste de hipdtesis, se resume en la Tabla 4.11.
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Tabla 4.11: Caélculo del valor p para el contraste de hipdtesis para la media de una poblacién con o

desconocida

H. Nula H. Alternativa Valor p

Ho:p=po Hy:p# po 2-P(T > |tops|)

Hy:p < po Hy:p > po ]P)(TZ |tobs|)

Hy:p > po Hy :p < pg P(TE |tobs|)

Ejemplo 4.13 Considere los datos del Ejemplo 4.12 y contraste la hipdtesis nula de que Hg : u =

2,5 versus, Hy : i # 2,5, con un nivel de significancia de 0,05 haciendo uso del valor p.

Solucién

> alpha <- 0.05; alpham <- alpha /2; n <- 25; mu = 2.5; xbarra <- 4; s <- 2.89
> t <- (xbarra - mu)/(s/sqrt(n))
>p <- 2%x(1 - pt(abs(t), n - 1)); p

[1] 0.01587728

El valor p anterior también puede obtenerse utilizando la funcién TTestA().

~ '

> library(DescTools)
> TTestA(mx = 4, sx = 2.89, nx = 25, alternative = "two.sided",

+ mu = 2.5, var.equal = T)$p.value

[1] 0.01587728

\ J

Como 0,0159 < 0,05 se rechaza Hy. Por lo tanto, existen evidencias, al nivel del 5%, para decir que

el promedio real es significativamente distinto de 2,5.

Si se cuenta con los datos de la muestra, este tipo de contraste puede resolverse en R utilizando la

funcién t.test ().
Ejemplo 4.14 Suponga que las notas del segundo examen parcial del Curso Probabilidad y Es-

tadistica realizado durante el II Ciclo, siguen una distribucién normal. Para el grupo 04 las notas
son 88, 33, 50, 48, 70, 75, 79, 60, 73, 74, 43, 58, 90 y 28.
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a) Se desea probar que el rendimiento poblacional promedio de la prueba fue de 65, si se considera el
supuesto de que las calificaciones se distribuyen normalmente y se utiliza un nivel de significancia

del 4%, indique si los resultados muestrales contradicen la afirmacién anterior.

b) Calcule e interprete la potencia de prueba si se considera que u; = 80, asumiendo que o = 20.

Solucién
a) En primer lugar se plantean las hipdtesis del problema.
Hy : i = 65: El rendimiento promedio real en la prueba del curso es de 65.

Hy : p # 65: El rendimiento promedio real en la prueba del curso es significativamente distinto de

65.

En segundo lugar, se selecciona el método que se empleard en la solucién del problema. Considerando

el valor p, el contraste de hipotesis puede resolverse en R de la siguiente manera:

> rendimiento <- c(88, 33, 50, 48, 70, 75, 79, 60, 73, 74, 43, 58, 90, 28)
> alpha <- 0.04; n <- length(rendimiento); mu = 65
> p <- t.test(rendimiento, mu = mu, altenartive = "two.sided",

+ conf.level = 1 - alpha)$p.value; p

[1] 0.5845331

\ J

Como 0,5845 > 0,04, no existen evidencias, al nivel del 4%, para decir que el rendimiento promedio
real en la prueba del curso es significativamente distinto de 65. Es decir, los datos muestrales no

contradicen la afirmacién de que p = 65.

Considerando el estadistico de prueba, la hipdtesis nula se rechaza si t < —te p10t>te .

El estadistico de prueba estd dado por:

s w

> talpham <- qt(1 - alpham, n - 1)
> t <- t.test(rendimiento, mu = mu, altenartive = "two.sided",
+ conf.level = 1 - alpha)$statistic

> ¢(11 <- -talpham, 12 <- talpham, t)

t
-2.1603687 2.1603687 -0.5607058

\. J

Como —2,16 < —0,56 < 2,16, es decir, —0,56 estd en zona de no rechazo. Por lo tanto, no existen
evidencias, al nivel del 4%, para decir que el rendimiento promedio real en la prueba del curso es

significativamente distinto de 65. Es decir, no se contradice la afirmaciéon de que u = 65.
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s
b) Considerando que la regién de rechazo esta definida por z < g — te 1 T 0L > pg—tgpn 1
n
s
——, entonces la potencia de la prueba (probabilidad de rechazar Hy siendo falsa) viene dada por:

vn

potencia = P(Z < po — ta =80) +P(z > po — ta p1-—= | p=80)

S
,n—l'%‘ﬂ

alpha <- 0.04; alpham <- alpha/2; mu <- 65; sigma <- 20
n <- 14; talpham <- qt(1 - alpham, n - 1)
lirechazo <- mu - talpham*s/sqrt(n)

lsrechazo <- mu + talpham*s/sqrt(n)

pl <- pnorm(lirechazo, mean = 80, sd = sigma/sqrt(n))

p2 <- 1 - pnorm(lsrechazo, mean = 80, sd = sigma/sqrt(n))

vV vV VvV VvV Vv Vv Vv

potencia <- pl + p2; potencia

[1] 0.9942236

Ejemplo 4.15 Se realiza una prueba de control de calidad para determinar el peso neto de cierto
tipo de confites, para ello se tomé una muestra de 22 confites, la cual dio como resultado una
media de 76 g y una desviacién estandar de 12,5 g. Estos resultados preocupan a la gerencia pues
se supone que el peso neto de los confites es a lo sumo 70 g, si se utiliza un nivel de significancia de
0,025, el valor arrojado por la muestra es probatoria de que el peso neto promedio de los confites es

mayor a 70 g. Suponga que el peso de los confites sigue una distribucién aproximadamente normal.

Ejemplo 4.16 Un estudio realizado por el Ministerio de Salud en conjunto con el Ministerio de
Educacién Publica afirma que la nifiez de primaria en el circuito 01 de la provincia de Heredia
tienen un sobrepeso promedio aproximado de al menos 5 kilos, esta afirmacién se contrapone a una
muestra de 18 infantes de las escuelas del circuito que fueron pesados y en promedio su sobrepeso
fue de 4,2 kilos con una desviacién estandar de 1,35 kilos. Suponga que el peso de la ninez sigue

una distribucién aproximadamente normal.

a) Indique si hay alguna razén para dudar de la validez de que la ninez tiene en promedio un sobre

peso de 5 kilos utilizando un nivel de significancia del 1%.

b) Indique si hay alguna razén para dudar de la validez de que la ninez tiene en promedio un sobre

peso de 5 kilos utilizando un nivel de significancia del 2, 5%.
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4.3. Contraste de hipdtesis para la proporcion de éxitos en un

experimento Binomial (aproximacién Normal)

n

Si X = ZYi’ donde Y; ~ Bernoulli(P) entonces X ~ Bin(n, P). El célculo numérico necesario
i=1

para el método exacto requiere el uso de una computadora sobre todo si la muestra es grande. Afor-

tunadamente, es posible encontrar una aproximacién a la distribucién exacta cuando las muestras

son grandes, gracias a las propiedades de los estimadores maximo verosimiles, pues

n n

ﬁ:XNN<p’ P(l_P)>

cuando n — co. Cuando nP y n(1l — P) son ambos mayores a 5 (o 10 en algunos casos)

ﬁNN<P’ P(1—P)>

n

da una aproximacién razonable a la distribucién muestral de p. Al estandarizar el estadistico de

prueba, bajo el supuesto de que Hy : P = Py es cierta, entonces:

P
z=—L"0 N1

[Po(1 — Po)
n
. 1 . - -
Cuando |p — Py| > o se suele aplicar la correcciéon por continuidad.
n

Una hipoétesis relacionada con la proporcién poblacional P puede plantearse de tres formas distintas,

considerando a Py para denotar el valor nulo de la proporcién se tiene que:

Tabla 4.12: Contraste de hipétesis sobre la proporciéon de una poblacién

H. Nula H. Alternativa Tipo de prueba

Hy: P =P H:P+#PF De dos colas

Hy: P<PF H,:P>F De cola derecha

Hy: P> P Hi:P<PF De cola izquierda

Si una variable aleatoria X se distribuye binomialmente con parametro P desconocido, entonces,
para una muestra de tamano n la regién de rechazo para cada contraste de hipdtesis para la

proporcién poblacional P se establece de la siguiente manera:
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Tabla 4.13: Region de rechazo para el contraste de hipétesis sobre la proporciéon de una poblacién

H. Nula  H. Alternativa Region de rechazo
Po(1— P Po(1— P
Hy:P=Fh Hi:P#DB p<Py—zg- o(no) 6 p>Py+za- O(nO)
Py(1 - P
Hy: P <Py Hy:P>Fy P> Py+ 2o - o(no)
Py(1 - P
Hy:P>Py  Hy:P<P p< Py—za- | RE=PD)
n

Ejemplo 4.17 Un reciente estudio sobre empleo senala que alrededor del 20% de todas las personas
graduadas en carreras de ciencias sociales, encuentran trabajo en su especialidad en menos de dos
anos de haberse egresado de bachillerato. Una muestra aleatoria de 500 profesionales encontrd que
90 de ellos encontraron trabajo en su campo de especializacién en menos de dos afios, a partir de
su graduacién de bachillerato. Con un nivel de significancia del 4%, investigue si se puede decir que

la afirmaciéon del estudio es correcta.

Solucién
Las hipotesis del problema se plantean de la siguiente manera:

Hy : P = 0,20: La proporcién real de personas graduadas en carreras de ciencias sociales que
encuentran trabajo en su especialidad en menos de dos anos de haberse egresado de bachillerato es
de 20%.

H; : P # 0,20: La proporcién real de personas graduadas en carreras de ciencias sociales que
encuentran trabajo en su especialidad en menos de dos anos de haberse egresado de bachillerato es

significativamente distinta de 20%.

La hipdtesis nula se rechaza si

Po(1— Ry) Po(1— Py)

p< Py—za-
2 n

6 p>Po+za -
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alpha <- 0.04; alpham <- alpha/2; pO <- 0.20; n <- 500; x <- 90
zalpham <- gnorm(1 - alpham); pest <- x / n
lirechazo <- pO - zalpham*sqrt (0.20%0.8/n);
lsrechazo <- pO + zalpham*sqrt (0.20%0.8/n);

vV VvV Vv Vv Vv

c(lirechazo, lsrechazo, pest )

[1] 0.1632614 0.2367386 0.1800000

La regién de rechazo se muestra graficamente como sigue:

e 1

0.12 016 018  0.20 0.24 0.28
N
p

Figura 4.4: Regién de rechazo para Hy : P # 0,20 y n = 500

Fuente: Elaboraciéon propia

Como 0,1633 < 0,18 < 0,2367, la hipotesis nula no se rechaza. Es decir, no existen evidencias,
al nivel del 4%, para decir que la proporcién real de personas graduadas en carreras de ciencias
sociales que encuentran trabajo en su especialidad en menos de dos anos de haberse egresado de

bachillerato es significativamente distinta de 20%.

Por otro lado, el estadistico de prueba para llevar a cabo el contraste de hipétesis para la proporcién

de una poblacién que se distribuye binomialmente estd dado por z, tal que

p— P

\/m

Considerando que Z ~ N(0, 1), la regién de rechazo para la hipétesis nula de la Tabla 4.12 queda

definida de la siguiente manera:
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Tabla 4.14: Region de rechazo para el contraste de hipétesis sobre la proporciéon de una poblacién

H. Nula  H. Alternativa Regién de rechazo

Hy:P=PF, H:P#PF z< —zg o z> 2z
Hy: P<PF H,:P>PF Z> 2

Hy:P>PF, H :P<PF z < —Zy

Ejemplo 4.18 Considere la informacion del Ejemplo 4.17 y realice el contraste de hipdtesis utili-

zando el estadistico de prueba.

Solucién
Las hipétesis del problema se plantean de la siguiente manera:

Hy : P = 0,20: La proporcién real de personas graduadas en carreras de ciencias sociales que
encuentran trabajo en su especialidad en menos de dos anos de haberse egresado de bachillerato es
de 20%.

Hy : P # 0,20: La proporcién real de personas graduadas en carreras de ciencias sociales que
encuentran trabajo en su especialidad en menos de dos anos de haberse egresado de bachillerato es

significativamente distinta de 20%.

Considerando el estadistico de prueba, la hipdtesis nula se rechaza si

z<—z%éz>z%

> alpha <- 0.04; alpham <- alpha/2; p0O <- 0.20; n <- 500; x <- 90
> zalpham <- qnorm(l1 - alpham); pest <- x / n
> z <- (pest - p0) / sqrt(p0*(1 - p0)/n)

> c(-zalpham, zalpham, z)

[1] -2.053749 2.053749 -1.118034
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Graficamente,
0.4
0.31
No0.2
0.1
0.0 : i i i i !
-4.00 -2.05 -1.12 0.00 2.05 4.00

z

Figura 4.5: Regién de rechazo utilizando z para Hy : P # 0,20 y n = 500

Fuente: Elaboracién propia

J

Como puede observarse en la Figura 4.5, —2,05 < —1,12 < 2,05, es decir, —1,12 esta en zona de no
rechazo. Por lo tanto, no existen evidencias, al nivel del 4%, para decir que la proporcién real de
personas graduadas en carreras de ciencias sociales que encuentran trabajo en su especialidad en

menos de dos anos de haberse egresado de bachillerato es significativamente distinta de 20%.

Si se consideran valores del estadistico z observado a partir de los datos de una muestra aleatoria,

el calculo del respectivo valor p para el contraste de hipdtesis se resume en la Tabla 4.15.

Tabla 4.15: Caélculo del valor p para el contraste de hipdtesis sobre la proporciéon de una poblacién

H. Nula  H. Alternativa Valor p

Hy:P=P  Hi:P#P  2-P(Z>|z0s)

Hy: P< P H,:P>PF ]P)(ZZ |Zobs|)

Hy:P>PF H:P<PF ]P’(ZZ |Zobs‘)

Ejemplo 4.19 Considere la informacién del Ejemplo 4.17 y realice el contraste de hipdtesis utili-

zando el valor p.

Solucién

Considerando el valor p, la hipdtesis nula se rechaza si p < «, donde p =2 -P(Z > |zpps|)-
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> alpha <- 0.04; alpham <- alpha/2; pO <- 0.20; n <- 500; x <- 90
> zalpham <- gnorm(1 - alpham); pest <- x / n
> z <- (pest - p0) / sqrt(pO*(1 - p0)/n); z

[1] -1.118034
> p <= 2%(1 - pnorm(abs(z))); p

[1] 0.2635525

\. J

Como 0,2636 > 0,04, se tiene que la hipotesis nula no se rechaza.

4.4. Contraste Chi-cuadrado

Recordando que si X es el nimero de éxitos en una muestra grande de tamano n, la distribucién

de muestreo de la variable

. l’—TLPo . ﬁ—Po
\/’I?,Po(l — P()) Po(l — Po)
n

es aproximadamente normal estdndar. Sin embargo, el cuadrado de una variable aleatoria normal
estdndar es una variable aleatoria con distribucién Chi-cuadrado (ji-cuadrado) con un grado de

libertad. Asi la expresion

2 _ (z — nPp)*
X TlPo(l—Po)

es un valor de una variable aleatoria que tiene aproximadamente la distribuciéon Chi-cuadrado con

1 grado de libertad. De esta manera, la hipdtesis nula se rechaza si:

2 2
X >Xo¢71

donde, ng, 1 representa el 100(1 — «) percentil de la distribucién Chi-cuadrado con un grado de

1
libertad. Sin embargo, cuando |p — Py| > o puede aplicarse la correccion de Yates o correccién
n

por continuidad. En este caso, el estadistico de prueba se expresa por:
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Ejemplo 4.20 Considere la informacién del Ejemplo 4.17 y realice el contraste de hipdtesis utili-

zando el estadistico chi-cuadrado.

vV Vv Vv Vv

c(chialpha, chi2)

[1] 4.217885 1.128125

alpha <- 0.04; pO <- 0.20; n <- 500; x <- 90
chialpha <- qchisq(1 - alpha, 1); pest <- x / n
chi2 <- (abs(pest - p0) - 1/(2*n))"2 / (p0*(1 - p0)/n)

Se puede observar que 1,13 < 4,22, es decir, la hipdtesis nula no se rechaza.

El contraste de hipdtesis para la proporcién poblacional utilizando el estadistico chi-cuadrado pue-

de realizarse en R con ayuda de la funcién prop.test (). Es importante mencionar que la funcién

prop.test () considera una correccién de Yates (correccién por continuidad) al obtener el estadis-

tico chi-cuadrado, por lo que dicho valor no corresponde necesariamente al valor de z°.

Ejemplo 4.21 Considere la informacién del Ejemplo 4.17 y realice el contraste de hipdtesis utili-

zando la funcién prop.test().

Solucién

7

> chialpha <- qchisq(0.96, 1)
> c(chialpha, chi2)

X-squared

4.217885 1.128125

> chi2 <- prop.test(x = 90, n = 500, conf.level

= 0.96, p = 0.20)$stat

Si se consideran valores del estadistico x? observado a partir de los datos de una muestra aleatoria,

el calculo del respectivo valor p para el contraste de hipdtesis se resume en la Tabla 4.16.
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Tabla 4.16: Célculo del valor p para el contraste de hipétesis (estadistico x?) sobre la proporcién de una

poblacién

H. Nula  H. Alternativa Valor p

Hy:P=Py Hi:P#P  PK*>x%,)
Hy:P< P Hy:P>F ]P)(X22ngs)

Hy:P>PF Hy:P<PFy ]P)(XQZX?)bs)

Ejemplo 4.22 Considere la informacion del Ejemplo 4.17 y realice el contraste de hipdtesis utili-

zando el valor p.

Solucién

Considerando el valor p, el contraste se realiza de la siguiente manera:

~ a

> valorp <- 1 - pchisq(chi2, 1); valorp

X-squared

0.2881756

> # o bien,
> prop.test(x = 90, n = 500, conf.level = 0.96,
+ alternative = "two.sided", p = 0.20)$p.value

[1] 0.2881756

\. J

Se puede observar que 0,2882 > 0,04, es decir, la hipétesis nula no se rechaza.

Ejemplo 4.23 Muchas personas estan recurriendo a productos genéricos como una alternativa
para reducir los costos de los medicamentos. Un articulo publicado en una revista particular da el
resultado de un estudio en el que participaron 102 personas, de las cuales solo 47 conocian el nombre
genérico de un determinado medicamento. Tomando un nivel de significancia del 1%, proporciona
esto una fuerte evidencia para concluir que menos de la mitad de las personas participantes conocen

el nombre genérico de la metadina.
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4.5. DETERMINACION DEL TAMANO DE MUESTRA PARA CONTRASTE DE HIPOTESIS

Ejemplo 4.24 En una fabrica de suministros de computadora se estd en el proceso de decidir si
produce o no una versiéon de teclado inalambrico. El departamento de investigacion de mercados
de la compania utilizé un sondeo telefénico a 2500 casas y encontrd que en 140 de ellas comprarian
el nuevo teclado. Un estudio més extenso hecho un ano antes mostré que el 4,5% de los usuarios
compraria ese tipo de teclado. Con un nivel de significancia del 2%, ;debe la compania concluir

que hay un incremento en el interés, por parte de los usuarios de adquirir el teclado inalambrico?

4.5. Determinaciéon del tamano de muestra para contraste de hi-

potesis

Cuando se realiza una prueba de hipétesis con un nivel de significancia « (error tipo I) y ademas se
desea reducir el S (error tipo II) a un valor determinado, la tinica forma de reducir el /3 sin alterar
el a es aumentando el tamano de la muestra. Para determinar el tamano de muestra apropiado

puede utilizarse las siguientes férmulas.

4.5.1. Determinacion del tamano de muestra para el contraste de la media con

By «a fijos

Para estimar el tamano minimo de muestra necesario para llevar a cabo una prueba acerca de la
media poblacional g, con un nivel de significancia «, una probabilidad de cometer error tipo II g

y un valor alternativo p se utiliza la expresion:

ox(za + 28) 2
_ si la prueba es de una cola
Mo — M1

2

si la prueba es de dos colas
Mo — M1

[O‘)((Zg + Zﬁ)

Ejemplo 4.25 Considere la afirmacion de que la velocidad promedio en un punto especifico de
la autopista General Canas es de 100 km/h. {Cuédn grande debe ser la muestra aleatoria que se
debe tomar para probar la afirmacién de que la velocidad promedio en un punto especifico de
la autopista General Canas es de 100 km/h contra la hipdtesis de que la velocidad promedio es
significativamente diferente a 100 km/h? Considere o = 16 km/h, la probabilidad de cometer error

tipo I de 0,01 y que la probabilidad de cometer un error tipo II debe ser 0,20 para un p = 93 km/h.
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Solucién

e 1

> alpha <- 0.05; beta <- 0.20; sigma <- 16; muO <- 100; mul <- 93

> alpham <- alpha / 2
> zalpham <- gnorm(1 - alpham); zbeta <- gnorm(1 - beta)

> n <- (sigma*(zalpham + zbeta)/(mu0 - mul))"2; n

[1] 41.00639

De acuerdo con la informacién proporcionada, es necesario un tamano de muestra aproximado de

42 vehiculos.

Ejemplo 4.26 Considérese el Ejemplo 4.25. ;Cuan grande debe ser la muestra aleatoria que se
debe tomar para realizar el contraste anterior si la probabilidad de cometer un error tipo II debe
ser 0,057

Solucién

> alpha <- 0.05; beta <- 0.05; sigma <- 16; muO <- 100; mul <- 93
> alpham <- alpha / 2

> zalpham <- gnorm(1 - alpham); zbeta <- gnorm(l - beta)

> n <- (sigma*(zalpham + zbeta)/(mu0 - mul))~2; n

[1] 67.89073

J

Se requiere un tamano minimo de muestra aproximado de 68 vehiculos cuando la probabilidad de

cometer error tipo II debe ser de 0,05.

Ejemplo 4.27 Considérese la necesidad de probar una hipétesis nula p = 40 contra la hipétesis
alternativa de que p < 40 con base en una muestra aleatoria grande de una poblaciéon con o = 4.
Si la probabilidad de un error tipo I es de 0,05 y la probabilidad de un error tipo II es de 0,12 para

= 38, determine el tamanio de muestra requerido.

4.5.2. Determinacion del tamano de muestra para la proporcién con § y « fijos

Para estimar el tamano minimo de muestra necesario para llevar a cabo una prueba acerca de la
proporcién poblacional Py, con un nivel de significancia «, una probabilidad de cometer error tipo

II 8 y un valor alternativo P; se utiliza la expresion:
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Pi(1-P)

si la prueba es de una cola

si la prueba es de dos colas
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Capitulo D







Contraste de hipdétesis con base en dos muestras

5.1. Contraste de hipdtesis para la diferencia de medias de dos

poblaciones

Sean dos variables aleatorias X y Y, cuyas medias estan dadas por ux y py, respectivamente, una
hipdtesis relacionada con la diferencia de las medias poblacionales pux — py puede plantearse de
tres formas distintas, considerando a (ux — py)o = dp para denotar el valor nulo de la diferencia,

se tiene que:

Tabla 5.1: Contraste de hipétesis para la diferencia de dos medias poblacionales

H. Nula H. Alternativa Tipo de prueba

HQ:,U,X_,uy:(S() Hltlux—,uy#(so De dos colas

Ho:pux —puy <8 Hi:ux —puy >6  De cola derecha

Ho:pux —py >6 Hi:pux —puy <dg De cola izquierda

5.1.1. Diferencia de medias de dos poblaciones independientes que se distribu-

yen normalmente y las variancias poblacionales son conocidas

Sean X y Y dos variables aleatorias que se distribuyen normalmente con medias pux y py y des-
viacién estandar ox y oy, respectivamente, entonces para muestras de tamafio nx y ny, la regién
de rechazo para cada contraste de hipétesis para la diferencia de las medias poblacionales ux — py

senaladas en la Tabla 5.1 se establece de la siguiente manera:

Cuando se muestrean dos poblaciones que se distribuyen de manera normal con variancias conoci-

das, el contraste de hipdtesis para la diferencia de las medias puede expresarse como:
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Hoy: px — py = do

Considerando el supuesto de que Hy es cierta, la variable

Z = ~ N(0,1)
2 2
o o
X LTy
nx Ny
El estadistico considerado es:

X-Y -9
7 = 0
o% , o
nx Ny

Ejemplo 5.1 Una persona investigadora desea conocer si las personas que ingresan a la carrera A
obtienen mejores puntajes en la prueba de aptitud académica (PAA), utilizada para ingresar a la
UNA, que las personas que ingresan a la carrera B. Para ello, considera dos muestras aleatorias, la
primera constituida por el puntaje de 64 de personas de la carrera A, que tradicionalmente sigue
una distribucién normal con ¢ = 100. La segunda muestra consiste en 144 puntajes de personas de

la carrera B, los cuales siguen una distribucién aproximadamente normal con o = 108.

a) Realice el contraste de hip6tesis para la diferencia poblacional de las notas entre ambas carreras,
con un nivel de significancia del 10%, si se sabe que la diferencia muestral fue de 30 puntos en

favor de las personas de la carrera A.

b) Encuentre la potencia de prueba para este contraste, si se desea verificar si existe diferencia

entre los puntajes de ambas poblaciones, asumiendo que Hi : ux — py = 40.

Solucién a)

Hy : ux < py: El puntaje promedio real en la PAA obtenido en la carrera A es menor o igual al

que se obtiene en la carrera B.
Hy : px > py: El puntaje promedio real en la PAA es significativamente distinto en ambas carreras.

Ademaés, Hy : px < py es equivalente a Hy : ux — py <0
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alpha <- 0.10

nl <- 64; sigmal <- 100

n2 <- 144; sigma2 <- 108

difmu <- 0

difxbarra <- 30

num <- (difxbarra) - (difmu)

den <- sqrt(sigmal~2/nl + sigma2~2/n2)
z <- num/den

zalpha <- gnorm(1 - alpha)

c(12 <- zalpha, z)

vV VvV VvV VvV VvV VvV VvV Vv Vv Vv

[1] 1.281552 1.947682

El estadistico 1,95 > 1,28, es decir, 1,95 estd en zona de rechazo. Por lo tanto, existen evidencias,
al nivel del 10%, para decir que el puntaje promedio real en la PAA es significativamente mayor en

las personas de la carrera A.

Considerando el valor p se tiene:

e 1

>z
[1] 1.947682
> p <- 1 - pnorm(abs(z)); p

[1] 0.02572649

El 0,0257 < 0,1, es decir, se rechaza Hy. Por lo tanto, existen evidencias, al nivel del 10%, para
decir que el puntaje promedio real en la PAA es significativamente mayor en las personas de la

carrera A.

Ejemplo 5.2 El andlisis de una muestra aleatoria formada por 30 estudiantes residentes en zona
rural revelé6 un rendimiento promedio en un curso determinado de 79,8. Una segunda muestra
aleatoria de 36 estudiantes residentes en zona urbana mostré un rendimiento promedio en el curso
de 84,7. Suponga que las dos distribuciones del rendimiento son normales con o,y = 8,0 y
Curbana = 9,0, respectivamente. Utilizando un nivel de significancia del 1%, puede decirse que el

rendimiento en las dos poblaciones es diferente.
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Solucion
Las hipotesis del problema son las siguientes:
Hy : px = py: El rendimiento promedio real en el curso es el mismo segin la zona de residencia.

Hy : px # py: El rendimiento promedio real en el curso es significativamente distinto segun la

zona de residencia.

Ademss, Hg : ux = py es equivalente a Hy : ux — uy =0

> alpha <- 0.01; alpham <- alpha/2

> nl <- 30; xbarral <- 79.8; sigmal <- 8
> n2 <- 36; xbarra2 <- 84.7; sigma2 <- 9
> difmu <- 0

> num <- (xbarral - xbarra2) - (difmu)

> den <- sqrt(sigmal~2/nl + sigma2°2/n2)
> z <- num/den

> zalpham <- gnorm(1 - alpham)

> ¢(11 <- -zalpham, 12 <- zalpham, z)

[1] -2.575829 2.575829 -2.340420

El estadistico —2,34 esta contenido en el intervalo [—2,58, 2,58], es decir, —2,34 estd en zona de no
rechazo. Por lo tanto, no existen evidencias, al nivel del 1%, para decir que el rendimiento promedio

real en el curso es significativamente distinto en ambas zonas.

Cuando se tiene informacién de los datos, el contraste puede llevarse a cabo en R con la funcién

ZTest ().

5.1.2. Diferencia de medias de dos poblaciones independientes que se distribu-

yen normalmente y las variancias poblacionales son desconocidas

Considerando variancias iguales

Si las muestras provienen de poblaciones que se distribuyen normalmente, entonces se tiene que:

(X -Y) — (px — py)
T(;X:gY = 1 I ~ tnz+ny—2
Spr| =+ —
nx Ny
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donde:

(nx —1)S? + (ny —1)52
nx +ny —2

2
S, =

Considerando variancias diferentes

Si las muestras provienen de poblaciones que se distribuyen normalmente, entonces se tiene que:

(X —Y) — (ux — py)

Tox oy = ~ty
sk | s%
< + R S
nx ny

donde:

nx Ny
(s%/nx)? n (s3 /ny)?

nx — 1 ny — 1

UV =

Ejemplo 5.3 Se realiz6 un estudio para determinar si en las universidades ptublicas se tiene mejor
rendimiento que en las universidades privadas en el curso de Estadistica. A continuacion, la Tabla
5.2 presenta las notas promedio en el curso de Estadistica pertenecientes a estudiantes procedentes

de ambos tipos de universidades.

Tabla 5.2: Notas obtenidas en el curso de Estadistica segtn el tipo de universidad

12 3 4 5 6 7 8 9 10
Pablico 93 82 75 74 45 59 59 94 90 46
Privado 67 60 70 76 40 72 52 51 73 44

Se desea conocer, con un nivel de significancia del 3%, si una persona que pertenece a la universidad
publica, tiene un rendimiento promedio mayor al de una persona procedente de la universidad

privada en el curso de Estadistica.

Solucion

Hy : px < py: El rendimiento promedio real en el curso de Estadistica en la universidad ptblica

es menor o igual al rendimiento promedio en la universidad privada.

Hy : px > py: El rendimiento promedio real en el curso de Estadistica es significativamente mayor

en las universidades publicas.
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Primero se evalia si las variancias son iguales.

e w

> pri <- c(67, 60, 70, 76, 40, 72, 52, 51, 73, 44)
> pub <- ¢(93, 82, 75, 74, 45, 59, 59, 94, 90, 46)
> var.test(pub, pri, conf.level = 0.97)$conf.int

[1] 0.432478 9.687743
attr(,"conf.level")

[1] 0.97

Como las variancias son iguales puede realizarse el contraste utilizando la funcién t.test () indi-

cando el argumento var.equal = T.

> t.test(x=pub, y=pri, alternative = "greater", var.equal = T,

+ conf.level = 0.97)8%p.value

[1] 0.06771821

\. J

Como 0,07 > 0,03 no se rechaza la hipétesis nula. Por lo tanto, no existen evidencias, al nivel del
3%, para decir que el rendimiento promedio real en el curso es significativamente mayor en las

universidades publicas.

Considerando la estadistica de prueba se tiene que:

alpha <- 0.03; nx = 10; ny = 10
talpha <- qt(1 - alpha, nx + ny - 2)

>
>
> t <- t.test(x=pub, y=pri, alternative = "greater", var.equal = T,
+ conf.level = 0.97)$statistic

>

c(talpha, t)

t
2.007067 1.563112

\. J

El resultado indica que 1,56 < 2,01, es decir, 1,56 estd en zona de no rechazo. Por lo tanto, no
existen evidencias, al nivel del 3%, para decir que el rendimiento promedio real en el curso es

significativamente mayor en las universidades publicas.

Ejemplo 5.4 Suponga que el nivel de colesterol total en la sangre se distribuye normalmente. En
una investigacién se desea verificar si el nivel promedio de colesterol total presenta diferencias por
zona de residencia asumiendo que las variancias poblacionales son iguales. Para ello se consideran 12

personas que residen en zona urbana y obtiene que el nivel promedio de colesterol es de x = 215,9
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mg/dl con sy = 49,8. Luego se consideran 16 personas residentes en zona rural y se obtiene que el
nivel de colesterol promedio, para esta muestra, es de § = 211,5 mg/dl con sy = 49, 1. Utilice un

nivel de significancia del 5%.

Solucién
Hy : ux = py: No existen diferencias en el nivel promedio de colesterol total por zona de residencia.

Hi : pux # py: Existen diferencias significativas en el nivel promedio de colesterol total por zona

de residencia.

En el caso de variancias poblacionales no conocidas pero que se consideran iguales, puede utilizarse

la funcién TTestA() del paquete DescTools (Signorell et al., 2021).

> library(DescTools)
> TTestA(mx = 214.1, sx = 49.6, nx = 12, my = 211.5, sy = 49.1, ny = 16,

+ conf.level = 0.95, alternative = "two.sided", var.equal = T)$p.value

[1] 0.891251

Como 0,89 > 0,05 no se rechaza la hipétesis nula. Por lo tanto, no existen evidencias, al nivel del
5%, para decir que el nivel promedio de colesterol total es significativamente distinto por zona de

residencia.

Ejemplo 5.5 Suponga que los datos del Ejemplo 5.3 son los que muestra la Tabla 5.3 con respecto
a las notas promedio en el curso de Estadistica pertenecientes a estudiantes procedentes de ambos

tipos de universidades.

Tabla 5.3: Notas obtenidas en el curso de Estadistica segin el tipo de universidad

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Puablico 71 73 8 78 63 66 69 82 75 67
Privado 46 56 72 57 38 63 92 74 102 32

Se desea conocer, con un nivel de significancia del 3%, si una persona que pertenece a la universidad
publica, rinde en promedio més que una persona procedente de la universidad privada en el curso

de Estadistica.

Ejemplo 5.6 Suponga que se tienen los salarios (en colones) de personas docentes que impartieron
los cursos de Estadistica en las universidades del Ejemplo 5.3, los cuales se observan en la Tabla
5.4.
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Tabla 5.4: Salarios de personas docentes del curso de Probabilidad y Estadistica segtn el tipo de universidad

1 2 3 4 ) 6 7 8
Publico 652410 644870 655262 661082 625477 656929 636905 635530
Privado 725113 672358 744125 729287 719284 718231 678718 NA

Se desea conocer, con un nivel de significancia del 2%, si la diferencia en el salario medio de docentes

que impartieron los cursos de Estadistica en universidades privadas y publicas es a lo sumo ¢50000.

Ejemplo 5.7 Suponga que un grupo de estudiantes del curso de Calculo I, se dividen en quienes
cursaron Matematica General antes de llevar Célculo I y los que no. Los datos de las notas finales

del curso de Célculo I por grupo se resumen en la Tabla 5.5.

Tabla 5.5: Notas obtenidas en el curso de Célculo I

No cursaron Si cursaron

Matematica General Matematica General

6,65 8,38 9,20 7,79 9,17 10,05
576 583 7,89 711 631 8,78
727 7,00 7,77 6,27 8,39 8,24
6,53 5,86 6,48 722 6,19 7,08
8,00 553 828 8,83 6,39 8,86
9,56 6,54 8,01 10,5 7,17 8,58

a) Con un nivel de significancia del 7%, podria decirse que los estudiantes que llevaron el curso de
Matematica General tienen notas significativamente mayores en el curso de Calculo I que los

que no llevaron Matematica General.
b) Calcule el valor p para esta prueba.

c¢) Calcule la potencia de prueba que sea capaz de ver una diferencia de al menos 2 puntos.

Ejemplo 5.8 Se efectué un estudio para comparar dos tratamientos que reducen los niveles de
estrés en personas que laboran en el sector privado. Los resultados se midieron mediante un indice
de salud percibida, que va de 0 a 10, donde 0 indica ninguna mejoria, determinado mediante un
cuestionario. Se asignaron 8 pacientes de forma aleatoria a cada uno de los grupos de tratamiento

y se obtuvieron los siguientes resultados:

136



5.2. CONTRASTE DE HIPOTESIS PARA LA DIFERENCIA DE PROPORCIONES, PARA MUESTRAS
GRANDES

Tabla 5.6: Indice de salud de personas trabajadoras

1 2 3 4 5 6 7 8
Tratamiento A 6,7 6,8 7,0 60 53 63 51 60
Tratamiento B 7,3 7.3 9,3 10,9 84 82 98 9.0

Con un nivel de significancia del 5%, ;cuél de los dos tratamientos es méas efectivo para combatir

el estrés?

5.2. Contraste de hipotesis para la diferencia de proporciones, pa-

ra muestras grandes

Para muestras aleatorias independientes de tamano ny y ny, provenientes de poblaciones Bernoulli( Py )

y Bernoulli(Py), respectivamente.

Px(1-P Py (1 - P
Px — Py =2 Px—Py,\/ x( x) + il v)
nx ny

Es decir, la variable aleatoria

(Px —py) — (Px — Py)
\/PX(l — Py) N Py(1— Py)

nx ny
tiene una distribucién aproximadamente normal estandar.

Desafortunadamente, los valores de Py y Py son desconocidos. Una forma de aproximarlos es
tomando a px y py como los estadisticos que aproximaran los respectivos valores poblacionales. Es

decir,

Px — Py — 0o
\/ﬁx(l — Px) n Py (1 —py)
nx ny

Considerando el supuesto de que Hy es cierta, la variable aleatoria

Px — Py — 0o
\/ﬁx(l — Px) n py (1 —py)
nx ny

137



CAPITULO 5. CONTRASTE DE HIPOTESIS CON BASE EN DOS MUESTRAS

tiene una distribucién aproximadamente normal estdndar. Por lo tanto, el estadistico de prueba

esta dado por z, tal que:

Px — Py — do
\/ﬁx(l —px)  py(l—Dpy)

Y

_l’_
nx ny

De esta manera, la hipdtesis nula se rechaza si:

Tabla 5.7: Region de rechazo para el contraste de hipdtesis para la diferencia de dos proporciones conside-

rando el estadistico z

H. Nula H. Alternativa Regién de rechazo

Hy: Px — Py =4 Hlipx—Py#(S() Z<—Z% o Z>Z%
HU:PX—PychO Hlipx—Py>50 Z > 2y

Hy:Px—Py >0y Hi:Px—Py <y z < —Zg

Considerando que x? = Z? es una variable aleatoria con distribucién aproximadamente chi-cuadrada
con un grado de libertad, el estadistico de prueba queda definido por x? y para un nivel de signifi-

cancia «, la hipétesis nula se rechaza:

Tabla 5.8: Regién de rechazo para el contraste de hipdtesis para la diferencia de dos proporciones conside-

rando el estadistico chi-cuadrado

H. Nula H. Alternativa Region de rechazo
Ho:Px —Py =0y Hy:Px—Py#0d X* > X4
Ho:Px — Py <dy Hy:Px— Py >d X2 > X2
Hy:Px—Py >0y Hi:Px—Py <idy X2>X3

Sin embargo, para el caso en que Jy sea cero, lo cual es muy comun, se acostumbra a usar un
estadistico ponderado para estimar la proporciéon poblacional P, pues en este caso se tendria que

Px = Py = P. El estadistico ponderado de P, denotado como p, es:

X+Y

p_nx-i-ny
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lo que representa una simple estimacion de la proporcion total de éxitos. En este caso el estadistico

de prueba seria:

7 Px — Py
1 1
p(l—p) — + —
R
. . L/ 1 . .
Cuando |px — py| > 3\ e 4+ — ], se acostumbra usar la correcciéon por continuidad, que se
nx Ny

aplica de manera automatica con el comando prop.test() de R.

Ejemplo 5.9 La compania BIOMAC. S.A. fabrica productos medicinales a base de drogas ex-
traidas de los bosques tropicales y esta probando dos nuevos compuestos destinados a reducir los
sintomas producidos por la diabetes tipo II. Los compuestos se suministran, de manera indepen-
diente, a dos conjuntos de animales en el laboratorio; en el primer grupo, 71 de 100 animales
respondieron positivamente a la droga 1, mientras que 58 de 90 animales respondieron positiva-
mente al suministrarles la droga 2. La compaiia desea probar con un nivel de significancia del 5%
si existe diferencia entre la eficacia de ambas drogas, ;jrealmente la droga 1 serd mas efectiva que

la droga 27

Ejemplo 5.10 El municipio de una ciudad utiliza dos métodos para cobrar los impuestos rela-
cionados con la carga tributaria segtiin el nivel de renta de las personas. El primero requiere que
cada persona se presente a proporcionar la informacién; el segundo método permite a las personas
brindar la informacién por medio de correo electrénico, accediendo a la pagina de la municipali-
dad. En el municipio se piensa que el primer método produce menos errores en la recoleccién de
la informacién que el segundo y autoriza un estudio de 50 personas que fueron personalmente a
declarar los impuestos y 75 que lo hicieron via Internet. El 10% de las férmulas recolectadas por
el primer método tenian errores y el 13,3% de las recolectadas por el segundo método también
posefan errores. En el municipio se desea determinar con un nivel de significancia del 5%, si el
primer método produce una proporcion de errores menor que el segundo, ;qué podria decirse en

este caso?

Ejemplo 5.11 Durante el proceso de seleccién para el ingreso a una prestigiosa universidad du-
rante el ano 2019, se observa que de 100 personas residentes en la zona A que solicitaron ingreso,
solo 50 fueron admitidas en la carrera que anotaron como primera opcion, mientras tanto de 100
personas residentes en la zona B que solicitaron ingreso, solo 21 fueron admitidas en la carrera de
su preferencia, jrepresentan estos datos evidencia suficiente, con un nivel de significancia de un 3%,
para afirmar que las personas residentes en la zona A presentan una proporciéon de éxito mayor al

10% que las de la zona B a la hora de ser admitidas en la carrera de su preferencia?
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Medidas de asociacion y modelos de regresion lineal

6.1. Medidas de asociacion

6.1.1. Medidas de asociacién para variables categoricas

Algunas veces es necesario realizar analisis de datos binomiales que dan lugar a tablas de clasifica-

cion de r filas por ¢ columnas. En este tipo de problemas interesa contrastar la hipétesis nula:
Hy: Las variables aleatorias son independientes,

contra la hipotesis alternativa:

Hi: Las variables aleatorias no son independientes.

O bien, contrastar la hipotesis nula.

Hy = pi1 = pio = -+ = pie: La probabilidad de obtener una observacion en la i-ésima fila es la

misma en cada categoria de las columnas.
Contra la hipétesis alternativa
Hy: Al menos una probabilidad es significativamente diferente.

Estas pruebas pueden aplicarse, por ejemplo, cuando personas pertenecientes a distintos grupos
(por zona, por sexo, por grupo de edad, etc.) se clasifican segin las categorias de otro grupo (grupo
sanguineo, peso, categoria de enfermedad, etc.). Es decir, la clasificacién de los datos se presenta en
tablas de r filas por ¢ columnas. Algunas medidas para realizar este tipo de contraste se mencionan

a continuacién.

Estadistico x? (chi-cuadrado)

Este estadistico de prueba para el andlisis de tablas de tamano r x ¢ es dado por:
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r..c "—Ez“)Z

ni-nj

donde E;; = , siendo
n;: el nimero de elementos de la categoria de la fila i.

n;: el nimero de elementos de la categoria de la columna j.

n: el total de elementos.

De esta manera, la hipétesis nula es rechazada si el valor del estadistico x? excede el valor x2 con

r —1 por ¢ —1 grados de libertad, es decir:

2 2
X7 2 Xa, (r=1)(c-1)
Ejemplo 6.1 Se desea investigar si el tipo de colegio de procendencia influye en el rendimiento

de un curso. Considere los datos de la Tabla 6.1 y utilice un nivel de significancia de 2% para

determinar si el tipo de colegio tiene efecto en el rendimiento del curso.

Tabla 6.1: Distribucién de personas por tipo de colegio y condicién de aprobacién

Publico Privado Subvencionado
Aprobacion 21 64 17
No aprobacion 16 49 14

Solucién
Hy: el tipo de colegio de procedencia y el rendimiento en el curso son independientes.

Hjy: el tipo de colegio de procedencia y el rendimiento en el curso no son independientes.

s w

> alpha <- 0.02; r <- 2; ¢ <- 3
ejel<-matrix(c(21,64,17,16,49,14), byrow = T, ncol=3)
chi2 <- chisq.test(ejel)$statistic

chialpha <- qchisq(1 - alpha, (r - 1)*(c - 1))
c(chialpha, chi2)

vV Vv Vv Vv

X-squared

7.82404601 0.03506294

144



6.1. MEDIDAS DE ASOCIACION

Como 0,035 < 7,824, la hipdtesis nula no se rechaza. No existen evidencias, al nivel de 2%, para

indicar que las variables tipo de colegio y rendimiento del curso no son independientes. Es decir, el

tipo de colegio no tiene efecto en el rendimiento del curso.

En la Figura 6.1, la regién destacada con color rojo representa la zona de rechazo para el contraste

del Ejemplo 6.1. Un cédigo de R para la construccién de la Figura 6.1 puede verse en el Anexo 4.

.

0.51

0.41

0.3

f(x)

0.21

0.11

0.0

0.04 2.50 5.00 7.82
X

Fuente: Elaboracién propia

Figura 6.1: Regién de rechazo para la prueba de independencia X(%,OQ con 1 x 2 grados de libertad

3\

Ejemplo 6.2 Se ha mencionado que las personas con sobrepeso tienden a presentar niveles elevados

de presion arterial. Con el fin de verificar esta relacién considere los datos de la Tabla 6.2 e investigue

si el peso de la persona tiene efecto en el nivel de presién arterial utilizando un nivel de significancia

de 1%.
Tabla 6.2: Distribucién de personas por peso y condicién de hipertension
Normal Sobrepeso Obesidad
No hipertension 15 12 8
Hipertension 10 13 28
Solucién

Hy: el peso de la persona y el nivel de presién arterial son independientes.

Hj: el peso de la persona y el nivel de presion arterial no son independientes.

La prueba chi-cuadrado se muestra a continuacién.
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alpha <- 0.01; r <- 2; ¢ <- 3

eje2 <- matrix(c(15,12,8,10,13,28), 2, 3, byrow = TRUE)
chi2 <- chisq.test(eje2)$statistic

chialpha <- qchisq(1 - alpha, (r - 1)*(c - 1))
c(chialpha, chi2)

vV VvV Vv Vv Vv

X-squared

9.210340 9.503308

J

Como 9,5 > 9,21, la hipdtesis nula se rechaza. Existen evidencias, al nivel de 1%, para indicar que
el peso de la persona y el nivel de presion arterial no son independientes. La region de rechazo se

representa graficamente en la Figura 6.2.

0.51

0.41

0.31

f(x)

0.2

0.11

0.01

T T T T

2.0 5.0 8.0 9.5
X

Figura 6.2: Regién de rechazo para la prueba de independencia X%,Ol con 1 x 2 grados de libertad

Fuente: Elaboraciéon propia

Si se considera el valor p, la hipotesis nula se rechaza si p < a. En este caso se tiene que:

> alpha <- 0.01; r <- 2; ¢ <- 3
> eje2 <- matrix(c(15,12,8,10,13,28), 2, 3, byrow = TRUE)
> p <- chisq.test(eje2)$p.value; p

[1] 0.008637398

Como 0,0086 < 0,01, la hipdtesis nula se rechaza. Existen evidencias, al nivel de 1%, para indicar

que el peso de la persona y el nivel de presién arterial no son independientes.
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En algunas ocasiones la prueba chi-cuadrado puede resultar no apropiada, esto ocurre cuando las
muestras son pequenas (se tienen frecuencias esperadas menores a 5 o la proporcién de celdas con

frecuencias esperadas menores a 5 supera el 20%).

Cuando esto ocurre, suele utilizarse el test de independencia de Fisher o Fishers test. Esta prue-
ba puede llevarse a cabo en R empleando la funciéon fisher.test(), la cual utiliza un nivel de

significancia de 5% por defecto.

Ejemplo 6.3 Considere que los datos de sobrepeso y condicién de hipertensién son los que se
muestran en la Tabla 6.3. Investigue si el peso de la persona tiene efecto en el nivel de presion

arterial utilizando un nivel de significancia del 5%.

Tabla 6.3: Distribucién de personas por peso y condicién de hipertension

Normal Sobrepeso Obesidad

No hipertension 7 ) 3
Hipertension 3 5 12

Solucién

> alpha <- 0.05; r <- 2; ¢ <- 3
> eje3 <- matrix(c(7,5,3,3,5,12), 2, 3, byrow = TRUE)
> chi2 <- chisq.test(eje3)$statistic; chi2

X-squared

6.416667

La prueba chi-cuadrado muestra una advertencia, por lo que es necesario aplicar la prueba de

independencia de Fischer.

> alpha <- 0.05; r <- 2; ¢ <- 3
> eje3 <- matrix(c(7,5,3,3,5,12), 2, 3, byrow = TRUE)
> fisher.test(eje3, conf.int = T)

Fisher's Exact Test for Count Data

data: eje3
p—value = 0.05313

alternative hypothesis: two.sided
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Como 0,0531 > 0,05, la hipdtesis nula no se rechaza. No existen evidencias, al nivel de 5%, para

indicar que el peso de la persona y el nivel de presién arterial no son independientes.

Razoén de verosimilitud

La razén de verosimilitud (Fischer, 1924; Neyman y Pearson, 1928) es un estadistico asintéticamente
equivalente al y?, esto es, se distribuye e interpreta de la misma forma que el x?. Este estadistico

se denota por L? y se define por:

=233 [0 zn(gzj)}

Es muy utilizado en el estudio de variables categoricas, sobre todo en el contexto de los modelos

log-lineales.

6.1.2. Intensidad de la asociacién entre variables categdricas

Entre las medidas mas utilizadas para medir la intensidad de la relacién entre dos variables cate-
géricas se tienen: el cuadrado medio de contingencia Phi, el coeficiente V de Cramer, el coeficiente

de contingencia de Pearson, entre otras.

Cuadrado medio de contingencia Phi

Para un tamano de muestra n dado, el coeficiente de contingencia phi, denotado por ¢, puede

calcularse para tablas 2 x 2 mediante la expresién:

Coeficiente V de Cramer

El coeficiente V' de Cramer es una medida que permite obtener la fuerza de asociacion entre dos
variables categodricas. Puede utilizarse en tablas de contingencias de tamano r X ¢. Su valor nunca
excede a 1 y en tablas 2 x 2 coincide con el coeficiente Phi. El coeficiente V' de Cramer se define

por:

‘/cramer =
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La fuerza o el nivel de asociacion que identifica este coeficiente puede clasificarse segin la siguiente

escala:

0,00 <V <0,30: Ninguna o baja asociacion entre las variables.
0,30 < V <0,50: Asociacion moderada baja entre las variables.
0,50 <V <0,75 Asociacién moderada alta entre las variables.

0,75 <V <0,75 Alta o perfecta asociacion entre las variables.

Coeficiente de contingencia de Pearson

Este coeficiente se denota por C' y se define por:

Este coeficiente nunca alcanza el valor de 1, pero si un valor maximo que depende de la cantidad

de filas y columnas de la tabla en estudio. Este valor maximo se denota por Ci,., ¥ se define por

I

donde ¢ = min{r, ¢} para una tabla de dimensién r x c.

En R, estas medidas pueden calcularse empleando la funcién assocstats() del paquete vcdExtra
(Friendly, 2017).

Ejemplo 6.4 Considere que los datos de aprobacion y tipo de colegio de procedencia son los que
se muestran en la Tabla 6.4. Investigue si el tipo de colegio de procedencia de la persona tiene

efecto en la condicién de aprobacién utilizando un nivel de significancia del 5%.

Tabla 6.4: Distribucién de personas por tipo de colegio y condicién de aprobacién

Publico Privado

No aprobaciéon 7 5
Aprobacion 5 12
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Solucién

e 1

> #library(vcdExtra)
> eje3 <- matrix(c(7,5,5,12), 2, 2, byrow = TRUE)

> assocstats(eje3)

X"2 df P(> X~2)
Likelihood Ratio 2.4384 1 0.11840
Pearson 2.4257 1 0.11936

Phi-Coefficient : 0.289
Contingency Coeff.: 0.278
Cramer's V : 0.289

Ejemplo 6.5 Considere los datos la Tabla 6.2 y determine las medidas de asociacién estudiadas

con el fin de determinar la intensidad de la relacion.

Solucién

e N

> #library(vcdExtra)
> eje3 <- matrix(c(15,12,8,10,13,28), 2, 3, byrow = TRUE)

> assocstats(eje3)

X"2 df P( X°2)
Likelihood Ratio 9.8204 2 0.0073711
Pearson 9.5033 2 0.0086374

Phi-Coefficient : NA
Contingency Coeff.: 0.315
Cramer's V : 0.332

6.1.3. Medidas de asociacién para variables continuas
6.1.4. Coeficiente de correlacién

En el caso de variables continuas medidas a partir de muestras aleatorias, el nivel y la direccién de
asociacioén lineal entre dos variables pueden medirse por medio del coeficiente de correlacién r de
Pearson. Para la medicion de este nivel de asociacién se considera que las variables presentan una

distribucién aproximadamente normal. El coeficiente r de Pearson es tal que —1 < r < 1 en donde:
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r = —1 indica relacién lineal perfecta e inversa, es decir, el aumento de una variable implica la

disminucién de la otra.

r = 1 indica relacién lineal perfecta directa, esto es, el aumento de una variable implica el aumento

de la otra.

r = 0 indica ausencia de relacién lineal entre las variables.

Este coeficiente puede calcularse mediante la expresion:

i =1
" - nz n
S@wi-)* Y (Wi —9)°
i=1 i=1
n n n
nzxiyi - szzyz
i=1 i=1 =1

Diagrama de dispersion

Una idea inicial de la posible correlacién o asociacién lineal entre dos variables puede tenerse
graficamente con la ayuda de un diagrama de dispersién, el cual es un grafico en dos dimensiones
donde el eje de las abscisas representa a la variable independiente y el eje de las ordenadas a la

variable dependiente, de tal forma que cada valor se dibuja como un par ordenado (X, Y).

Ejemplo 6.6 Se tiene que uno de los factores que altera la presién arterial de las personas es el
sobrepeso u obesidad. Considere el siguiente conjunto de datos sobre el indice de masa corporal
(IMC) y nivel de presién arterial sistélica (PS) de la persona. Construya un diagrama de dispersién

e investigue la existencia de una posible relacion lineal entre las variables.

Tabla 6.5: IMC y presién arterial.

1 2 3 4 5 6 7
IMC 24 26 27 29 31 33 35
PS 121 125 133 129 135 137 130
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Solucién

La idea gréafica de una posible relacién entre las variables mencionadas puede verse en la Figura
6.3.

o
1351 o
o
S 1301 °
g o
o
1254 o
o)
24 27 30 33
IMC
Figura 6.3: Diagrama de dispersién para la relaciéon entre el IMC y la presion sistélica
Fuente: Elaboracion propia

El céalculo del coeficiente de correlacién de Pearson puede realizarse en R con ayuda de la funcién

cor().

> cor(imc, ps)

[1] 0.6905119

El valor de 0,6905 indica una relacién moderada y directa, por lo que puede decirse que si el IMC

aumenta entonces el nivel de presion arterial también aumenta.

Uno de los supuestos para obtener el coeficiente de correlacién de Pearson es que las distribuciones
de las variables deben ser aproximadamente normales. Para evaluarlo, puede utilizarse la prueba
Shapiro-Wilk que considera la hipdtesis nula de que la distribucciéon de la variable es normal. En

R puede obtenerse empleando la funcién shapiro.test().

Ejemplo 6.7 Considere la funcién shapiro.test() y los datos del Ejemplo 6.6 para verificar la

normalidad de las variables de estudio.
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> shapiro.test(imc); shapiro.test (ps)

Shapiro-Wilk normality test

data: imc

W = 0.97409, p-value = 0.9263

Shapiro-Wilk normality test

data: ps
W = 0.96839, p-value = 0.8866

Ambas variables presentan una distribucién normal, por lo que el coeficiente de Pearson es adecuado.

Utilizando la funcién chart.Correlation() del paquete PerformanceAnalytics (Peterson y Carl,

2020) también puede estudiarse la correlacién entre dos variables.

s '

> #install.packages ("PerformanceAnalytics")

> PerformanceAnalytics::chart.Correlation(cbind(ps, imc), method = "pearson")

I
135

A58 i

//////

O
o)
©

:
/

28

125 130 135

\ J

Si el supuesto de normalidad no se cumple, la correlacién entre las variables puede obtenerse
aplicando el coeficiente de correlacién de Spearman, denotado por p, el cual permite medir el nivel
de asociacién lineal (independencia) entre dos variables cuantitativas, donde al menos una presenta
una distribucion asimétrica. Su interpretacién es similar a la del coeficiente de Pearson y su valor

se encuentra en el rango de —1 a1 (-1 < p<1).
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El coeficiente de correlaciéon de Spearman puede obtnerse en R con ayuda de la funcién cor()

utilizando el argumento method = “spearman”.
Ejemplo 6.8 Otro de los factores que altera la presion arterial de las personas es la edad. Considere
el siguiente conjunto de datos sobre la edad y nivel de presién arterial sistélica (PS) de la persona

e investigue la existencia de una posible relacién lineal entre las variables.

Tabla 6.6: Edad y presion arterial.

1 2 3 4 5 6 7
Edad 24 26 34 33 35 33 24
PS 121 125 133 129 135 137 130

Una idea grafica de la relacién entre las variables puede observarse en la Figura 6.4.

7

o]
1351 o
o
S 1301 o
e .
o
o
1251 °
o
24 27 30 33
Edad

Figura 6.4: Diagrama de dispersion para la relacién entre la edad y la presion sistolica

Fuente: Elaboracién propia

\

Evaluando el supuesto de normalidad se tiene que:

> shapiro.test (edad)

Shapiro-Wilk normality test

data: edad

W = 0.80491, p-value = 0.04579
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Como la variable edad no es normal, entonces procede calcular el coeficiente de correlacién de

Spearman.

> cor(edad, ps, method = "spearman")

[1] 0.6728385

Cuando se calcula un coeficiente de correlacién puede evaluarse la significancia de dicho coeficiente.
En este caso se contrasta la hipdtesis nula que indica que el coeficiente de correlacién es igual a
cero. Este contraste puede realizarse en R con ayuda de la funcién cor.test () e indicando como

argumento cudl coeficiente se esta contrastando a través del argumento method.

Ejemplo 6.9 Considere los datos del Ejemplo 6.8 y evalie la significancia del coeficiente de corre-

laciéon que se ha calculado.

Solucién
Hy: El coeficiente de correlacién real entre la variable edad y la presién sistélica es igual a cero.

H;: El coeficiente de correlacién real entre la variable edad y la presion sistdlica es significativamente

distinto de cero.

> p <- cor.test(edad, ps, method = "spearman", exact = F)$p.value; p

[1] 0.09764906

Como 0,0976 > 0,05, puede concluirse que la hipdtesis nula no se rechaza. Es decir, no existe
evidencias, al nivel del 5%, para decir que el coeficiente de correlacién de Spearman entre la variable

edad y presion sistolica es significativamente distinto de cero.

En este caso existe una asociacién moderada entre las variables de estudio.

6.2. Regresion lineal

El andlisis de regresion es utilizado para modelar relaciones entre una variable Y, llamada variable
respuesta (dependiente, explicada, predicha o endégena) y una o mas variables conocidas como
variables explicativas (independientes, predictoras o exégenas) x1,2,...,Zp—1. En el andlisis de
regresion lineal, la variable Y debe ser continua, pero las predictoras pueden ser continuas, discretas

o categoricas.
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El término regresién fue introducido en estadistica por el cientifico britanico Sir Francis Galton
cuando realizaba estudios sobre la estatura de ciertas poblaciones. Galton encontré una tendencia
en que los padres de estatura alta tenfan hijos altos y los padres de estatura baja tenian hijos de
estatura baja, sin embargo, la estatura promedio de los ninos nacidos de padres de una estatura
dada tendian a moverse o regresar hacia la estatura promedio de la poblacién total, de ahi el

término regresion.

No obstante, la interpretacién moderna del término de regresién es mucho més amplia (Gujarati,
2009).

El analisis de regresion trata del estudio de la dependencia de la variable respuesta, respecto a
una o mas variables explicativas con el objetivo de estimar o predecir la media o valor promedio
poblacional de la primera en términos de los valores conocidos o fijos (en muestras repetidas) de

las ultimas.

Por ejemplo, considere el experimento de Galton, él estaba interesado en averiguar las razones por
las cuales existia estabilidad en la distribucién de las estaturas de una cierta poblaciéon. Con el
enfoque moderno, lo que interesa es hallar la forma en que cambia la estatura promedio de los hijos
dada la estatura de los padres, es decir, predecir la estatura promedio de los hijos conociendo la

estatura de sus padres.

6.2.1. Modelos probabilisticos vrs modelos deterministicos

En los modelos de regresién estudiados interesa analizar la dependencia estadistica entre las va-
riables, no la dependencia funcional o deterministica, ya que en una relacién deterministica las
variables NO son aleatorias o estocasticas. Por ejemplo, si la tarifa de autobus entre San José y
Heredia es de €300 puede generarse un modelo entre la variable de interés (digase cantidad de
dinero recolectada en una carrera) y la variable independiente o de prediccién (ntimero de perso-
nas que pagan su pasaje), es decir, se forma una ecuacién lineal que determina un valor exacto
de y (cantidad de dinero recolectada en una carrera) para cada valor x de X (cantidad de dinero

recolectada en una carrera).

Para nuestro ejemplo la ecuacién seria y = 300z, de tal manera que si se montan al autobis 15

pasajeros, el dinero recolectado es de y = 300 - 15 = 4500.

Por otra parte, cuando se trabaja con modelos estadisticos o probabilisticos las variables que inter-
vienen son aleatorias y tienen distribuciones de probabilidad, por lo que no es posible determinar
exactamente el valor de la variable dependiente y se debe agregar a la ecuaciéon un componente de

error aleatorio.
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6.2.2. Modelo de regresion

El modelo de regresién lineal simple puede escribirse de la siguiente manera:

Y =80+ 6iX +e (6.1)

Donde Sy y 1 son el intercepto y la pendiente, respectivamente, y € es el componente de error que

puede usarse para comprender la relacion en el modelo lineal entre las dos variables.

Por ejemplo, suponga que quiere predecirse la nota final de un estudiante que estd matriculado
en el curso de Estadistica. En la nota final de un curso intervienen muchos factores tales como
asistencia, cantidad de horas de estudio que se dedican, motivacién, entre otros. Dado que es
imposible considerar todos los aspectos que intervienen, se describe un modelo probabilistico lineal
de dos variables: Y = By + 12 + ¢, donde la variable dependiente Y es la nota final del curso de
Estadistica y la variable explicativa X es el nimero de horas de estudio semanal que se le dedica

al curso y € es el componente de error aleatorio. Los datos se resumen a continuacién (Tabla 6.7).

Tabla 6.7: UNA: Nota en el curso de Estadistica segiin niimero de horas de estudio independiente.

1 2 3 4 5 6 708 9 10
Horas 21 35 40 55 00 84 93 10 25 45
Nota Final 654 60,3 75,6 80,4 389 87,6 952 504 60,7 758

Considere, por el momento, que el modelo resultante para nuestro ejemplo es el siguiente ¥ =
43X + 45,4. Suponga que una persona estudia 5 horas, segin el modelo puede decirse que esta
persona obtendria una nota de y = 4,3-5+45,4 = 66,9. No obstante, eso no significa que si la persona
dedica 5 horas semanales a la materia su nota final sera de 66.9, es tan solo una aproximacién y
esta es la diferencia con respecto al modelo deterministico donde si se da un valor exacto. Como
las variables que intervienen en los modelos probabilisticos son aleatorias, no es posible predecir
exactamente el valor de la variable dependiente. Para efectos de este curso se trabaja con modelos

probabilisticos, a menos que se indique lo contrario.

Los diagramas de dispersién son muy ttiles ya que es un método informal de apreciar si existe
algiin tipo de relacién entre las variables en estudio. La naturaleza de la relaciéon puede tomar
muchas formas, como tendencias lineales, cuadraticas o exponenciales, entre otras. El diagrama de

dispersion para los datos de la Tabla 6.7 se muestra en la Figura 6.5.
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Figura 6.5: Diagrama de dispersién que muestra la relacion entre el tiempo dedicado al estudio y la

nota obtenida en el curso

Fuente: Elaboracién propia

6.2.3. Método de minimos cuadrados ordinarios

Para calcular el valor de los estimadores para los parametros Bg y 81 se utiliza el método de minimos
cuadrados ordinarios, el cual permite minimizar los errores aleatorios del modelo lineal a partir del

cumplimiento de determinados supuestos.

El método estima los pardmetros minimizando la suma de las desviaciones al cuadrado entre los
Y observados con respecto a sus valores esperados (predichos), es decir, minimiza la suma de los

residuos al cuadrado. Esta suma se denota por SSR (por sus siglas en inglés) y se define por:

n

SSR = Z & = Z[yi — E(yi|z:)]* = Z[?Jz — (Bo + Brzs))? (6.2)
=1 i—1

i=1
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Si se toma la Ecuacién 6.2 y se deriva con respecto a By se tiene que:

0 ” i — Bo — Br;)?
9SSR (Z(y Bo ﬂ1$)>

=1

850 8/80

n

= =2 (4 — o — Biwi)

i=1

= =2 (Zyz —nPo — b1 Z%)
i=1 i=1

Considerando la Ecuacién 6.2 y derivando con respecto a 31 se tiene que:

0 3 i — Bo — Bimi)?
955 (Z(y Bo 5190))

=1

0/ op1
= 2 Z(yz — Bo — Bri) - @
i=1

= -2 Z(yz i — Bo - xi — le'?)
i=1
= _9 (Zyz S X — Bozﬂ% - 512%2>
i=1 i=1 i=1

Igualando las derivadas anteriores a cero se tiene que las ecuaciones

OSSR

, OSSR _
05 ’

=0
01

se denominan ecuaciones de minimos cuadrados, las cuales permitiran estimar los pardmetros de
la recta de regresién. Las ecuaciones de minimos cuadrados son lineales en 5y y 1 y por lo tanto

pueden resolverse simultaneamente.

La solucién del sistema de ecuaciones anterior es:




Ademas,
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n

n 1 n
Z-Tiyi - Ezwzzyz
A i=1 i=1

o= = L (6.3)

>t (Y]
i=1 =1

Bo = §—pz (6.4)

Estimadores de minimos cuadrados ordinarios para el modelo de regresion lineal simple

Antes de realizar el cdlculo de los estimadores de minimos cuadrados, es conveniente enumerar

algunas expresiones relacionadas con los valores muestrales X, Y que se utilizan con frecuencia en

el contexto de modelos de regresion, que son:

, 0 bien, Sxx = Z (x; — x)2
i=1

N
- Syy = Zyz - 7i:1n

=1

n

, O bien? SYY = Z(yl - g)z

i=1

n

=L =16 bien, Sxy = Z(wz —Z) - (yi — 9)

n :
=1

- SSR=" (yi — fo — Przi)?

=1

5 Sxy
'BI_SXX
b=y -z

. SSR=S55Y - SSM

. SSM = j31 - Sxy
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El modelo de regresién lineal simple puede estimarse en R con ayuda de la funcién 1m(). El
modelo debe expresarse de la forma y ~ =, donde y es la variable dependiente y = es la variable

independiente.

Ejemplo 6.10 Se tiene que uno de los factores que altera la presion arterial de las personas es el
sobrepeso u obesidad. Considere el siguiente conjunto de datos sobre el indice de masa corporal
(IMC) y nivel de presién arterial sistélica (PS) de la persona e investigue la existencia de una

posible relacion lineal entre las variables.

Tabla 6.8: IMC y presion arterial.

1 2 3 4 5 6 7
IMC 24 26 27 29 31 33 35
PS 121 125 133 129 135 137 130

Solucion

El diagrama de dispersiéon ayudar a dar una una idea gréfica de la relacion. El cédigo de R para la

contruccién de la Figura 6.6 puede observarse en el Anexo 5.

o
1354 o
o
S 1301 °
2 o
g
o
1254 o
(o)
24 27 30 33
IMC
Figura 6.6: Diagrama de dispersion para la relacion entre el IMC y la presion sistélica
Fuente: Elaboracién propia

El célculo del coeficiente de correlacién de Pearson puede realizarse en R con ayuda de la funcién

cor().
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> cor(imc, ps)

[1] 0.6905119

El modelo de regresién estimado puede obtenerse como sigue:

> regl <- lm(ps ~ imc); regl

Call:

lm(formula = ps ~ imc)

Coefficients:
(Intercept) imc
101.1621 0.9847

\. J

Una vez que el modelo ha sido estimado, pueden obtenerse diferentes expresiones que complementan
el analisis, entre ellos, el conjunto de datos que dieron origen al modelo, los valores estimados, los

residuos, los residuos estandarizados, etc.

Para visualizar el conjunto de datos que dan origen al modelo puede escribirse la siguiente instruc-

cién.

> Im(ps ~ imc)$model
ps imc

1 121 24

2 125 26

3 133 27

4 129 29

5 135 31

6 137 33

7 130